6Ê-5.1 

M33fL 


LIMITES 


DES  RESSORTS 


ET 

LIMITES  DE  VITESSE 

DU  MATÉRIEL 

DES  CHEMINS  DE  FER 


Georges  MARIE 

INGÉNIEUR,  CHEF  DE  DIVISION  DES  CHEMINS  DE  FER  DE  P.  L.  M.,  EN  RETRAITE 


EXTRAIT  DES  MÉMOIRES  DE  LA  SOCIÉTÉ  DES  INGÉNIEURS  CIVILS  DE  FRANCE 
(Bulletin  de  novembre  1910.) 


' 

PARIS  (VIe) 

H.  DUNOD  &  E.  PINAT,  Éditeurs 
49,  quai  des  Grands-Augustius,  49 


MÉMOIRES  DU  MÊME  AUTEUR 

(A  LA  MÊME  lirrairie) 


Les  dénivellations  de  la  voie  et  les  oscillations  du  maté¬ 
riel  des  chemins  de  fer  (Extrait  des  Annales  des  Mines,  1er  et 
2e  semestre  de  1905  et  1er  semestre  de  1906) .  4  fr. 

Note  complémentaire  sur  les  oscillations  du  matériel 
dues  aux  dénivellations  de  la  voie  (Extrait  des  Annales  des 
Mines,  2e  semestre  de  1907) .  1  fr. 

Dénivellations  de  la  voie  et  oscillations  des  véhicules 
de  chemins  de  fer.  Compléments  théoriques.  Études 
diverses  (A  publier  ultérieurement) . 

Les  oscillations  du  matériel  des  chemins  de  fer  à  l’entrée 
en  courbe  et  à  la  sortie  (Extrait  des  Mémoires  de  la  Société  des 
Ingénieurs  civils  de  novembre  1905) . épuisé 

Les  grandes  vitesses  des  chemins  de  fer,  les  oscillations 
du  matériel  et  la  voie  (Extrait  des  Mémoires  de  la  Société  des 
Ingénieurs  civils  d’avril  1906) . épuisé 

Limites  de  flexibilité  des  ressorts  et  limites  de  vitesse 
du  matériel  des  chemins  de  fer  (Extrait  des  Mémoires  de  la 
Société  des  Ingénieurs  civils  de  novembre  1910)  (mémoire  actuel).  .  2  fr. 

Oscillations  de  lacet  des  véhicules  de  chemins  de  fer 

(Extrait  des  Annales  des  Mines,  1er  semestre  de  1909) .  3  fr. 

Les  oscillations  du  matériel  dues  au  matériel  lui-même 
et  les  grandes  vitesses  des  chemins  de  fer  (Extrait  de  la 
Revue  générale  des  Chemins  de  fer  de  mai,  juin  1907) .  4  fr. 

Étude  complémentaire  sur  la  stabilité  du  matériel  des 
chemins  de  fer.  Théorie  des  déraillements.  Profil  des 
bangages  (Extrait  des  Mémoires  de  la  Société  des  Ingénieurs  civils 
de  mai  1909) .  2  fr. 


Prix  de  l’Académie  des  Sciences  en  1906. 

Médailles  d’or  de  la  Société  des  Ingénieurs  civils  en  1906  et  1910. 


Nota.  —  Il  est  préférable  de  lire  dans  l’ordre  indiqué  ci-dessus 
ces  mémoires,  qui  constituent 

une  théorie  de  la  stabilité  du  matériel  des  chemins  de  fer  en  pleine  vitesse. 


LIMITES 

DE 

FLEXIBILITÉ  DES  RESSORTS 

ET 

LIMITES  DE  VITESSE 

DU  MATÉRIEL 

DES  CHEMINS  DE  EER 


Georges  MARIÉ 

INGÉNIEUR,  CHEF  DE  DIVISION  DES  CHEMINS  DE  FER  DE  P.  L.  M.,  EN  RETRAITE 


EXTRAIT  DES  MÉMOIRES  DE  LA  SOCIÉTÉ  DES  INGÉNIEURS  CIVILS  DE  FRANCE 
( Bulletin  de  novembre  1910.) 


PARIS  (VIe) 

H.  DUNOD  &  E.  PIN  AT,  Éditeurs 
49,  quai  des  Grands- Augustins,  49 
1911 


(o'x  b.  I 


: 

è 

LIMITES  DI  FLEXIBILITÉ  DES  RESSORTS 

ol 

K, 

LIMITES  DE  VITESSE 

DU 

MATÉRIEL  DES  CHEMINS  DE  FER 


PAR 

M.  Georges  MARIÉ. 


Introduction. 

Nos  diverses  études  sur  la  stabilité  du  matériel  des  chemins 
de  fer,  en  pleine  vitesse,  comportent  de  nombreuses  applica¬ 
tions  pratiques  qu’il  importe  de  faire  ressortir.  Nous  nous  pro¬ 
posons,  dans  ce  mémoire,  de  calculer  les  relations  qui  existent 
entre  les  limites  de  flexibilité  des  ressorts  de  suspension,  l’alti¬ 
tude  du  centre  de  gravité  et  les  limites  de  vitesse  du  ^matériel, 
sur  les  voies  actuelles. 

Dans  nos  études  sur  «  les  oscillations  dues  aux  dénivellations 
de  la  voie  »  (Annales  des  Mines  de  1905, 1906  et  1907),  nous  avons 
montré  que,  même  dans  les  cas  de  résonance  les  plus  défavo¬ 
rables,  les  oscillations  verticales  et  de  galop  dues  aux  dénivella¬ 
tions,  périodiques  ou  non,  n’augmentent  pas  quand  la  flexibilité 
des  ressorts  augmente  ;  il  est  vrai  que  les  oscillations  de  roulis 
dues  aux  dénivellations  dissymétriques  augmentent  légèrement 
quand  cette  flexibilité  augmente  ;  mais  nous  avons  montré  que 
cette  augmentation  est  légère  avec  les  dimensions  habituelles  du 
matériel;  ce  cas  se  produit  dans  les  voies  avec  joints  alternés, 
avec  les  traverses  danseuses  de  la  voie,  etc. 

On  peut  donc  dire  que  la  grande  flexibilité  des  ressorts  n’influe 
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pas  ou  influe  peu  sur  l’amplitude  des  oscillations  du  matériel 
dues  aux  dénivellations. 

D’autre  part,  la  variation  de  compression  des  ressorts  est 
d’autant  moindre  que  leur  flexibilité  est  plus  grande.  Donc,  en 
résumé,  au  seul  point  de  vue  des  dénivellations,  on  a  avantage 
à  employer  des  ressorts  d’une  très  grande  flexibilité. 

Par  contre,  nous  avons  vu  qu’il  n’en  est  pas  de  même  dans  les 
oscillations  de  roulis  dues  à  l’entrée  en  courbe  et  à  la  sortie  et 
aux  voies  accidentellement  sinueuses;  ici,  au  contraire,  l’ampli¬ 
tude  des  oscillations  augmente  à  mesure  qu’on  augmente  la 
flexibilité  des  ressorts. 

Nous  avons  longuement  étudié  ces  oscillations  dans  nos  deux 
mémoires  intitulés  : 

«  1°  Les  oscillations  du  matériel  des  chemins  de  fer  à  l’entrée 
en  courbe  et  à  la  sortie.  (Bulletin  de  novembre  1905  de  la  Société 
des  Ingénieurs  Civils.) 

»  2°  Les  grandes  vitesses  des  chemins  de  fer,  les  oscillations 
du  matériel  et  de  la  voie.  (Bulletin  d’avril  1906  de  la  Société.) 

Dans  ces  mémoires,  nous  avons  étudié  l’influence  de  la  flexi¬ 
bilité  des  ressorts  et  de  l’altitude  du  centre  de  gravité  du  poids 
suspendu  sur  les  oscillations  en  question,  notamment  dans  le 
§  10  du  premier  de  ces  mémoires  et  dans  le  §  6  du  second. 

Ces  méthodes  nous  permettent  de  calculer  la  limite  de  flexi¬ 
bilité  des  ressorts  correspondant  à  une  vitesse  donnée  ou  la 
limite  pratique  de  cette  flexibilité  pour  les  vitesses  limites  pra¬ 
tiques  du  matériel.  Mais  elles  nécessitent  la  confection  d’une 
épure  ou  des  calculs  longs.  Il  serait  commode  d’avoir  une 
formule  pratique  et  simple  permettant  de  calculer  la  limite 
extrême  de  vitesse  correspondant  à  une  flexibilité  de  ressorts 
donnée,  ou,  réciproquement,  la  limite  de  flexibilité  des  ressorts 
correspondant  à  une  vitesse  donnée,  dans  rentrée  en  courbe 
d’un  rayon  donné. 

C’est  le  problème  que  nous  nous  proposons  de  résoudre  dans 
ce  mémoire. 

La  conclusion,  c’est  qu’on  aura  avantage  à  employer  des  res¬ 
sorts  aussi  flexibles  que  possible  pour  tout  le  matériel,  pourvu 
qu’il  n’en  résulte  pas  des  limites  de  vitesse  trop  restreintes  au 
point  de  vue  des  oscillations  à  l’entrée  en  courbe  et  à  la  sortie. 

Cependant,  il  va  de  soi  qu’il  existe  d’autres  limites  à  la  flexi¬ 
bilité  des  ressorts;  en  effet,  les  ressorts  très  flexibles  sont  encom¬ 
brants  et  coûteux;  il  en  résulte  que,  même  si  les  oscillations 


d’entrée  en  courbe  nous  permettent  d’aller  très  loin  dans  cette 
voie,  il  conviendra  de  se  borner  à  un  chiffre  raisonnable  et  suffi¬ 
sant  pour  permettre  de  réduire  à  peu  de  chose  la  variation  de 
compression  des  ressorts  dues  aux  dénivellations. 

Naturellement,  on  ira  plus  loin  pour  les  voitures  de  luxe  que 
pour  les  locomotives,  si  les  besoins  du  confortable  l’exigent. 

Nous  résumerons  donc  en  quelques  mots  notre  méthode  en 
disant  : 

«  Les  ressorts  de  suspension  doivent  être  assez  flexibles  pour 
absorber  aisément  les  dénivellations  périodiques  ou  non  de  la 
voie  sans  l’être  assez  pour  donner  au  matériel  un  roulis  dange¬ 
reux  à  l’entrée  en  courbe,  avec  les  vitesses  limites  admises.  » 

Nous  prendrons,  comme  d’habitude,  comme  unité  le  mètre,  le 
kilogramme  et  la  seconde,  à  moins  d’une  indication  contraire. 
La  plupart  de  nos  formules  sont,  du  reste,  homogènes,  ce  qui 
permet  de  choisir  à  volonté  les  unités  de  longueur,  de  force  et 
de  temps. 

Nous  rappellerons  que  nos  mémoires  sur  les  oscillations  du 
matériel  et  les  déraillements  peuvent  se  diviser  en  cinq  séries, 
comme  il  suit  (nous  rappelons  ci-dessous  les  titres  exacts  de  ces 
mémoires  et  les  titres  abrégés  dont  nous  ferons  usage  dans  le 
présent  mémoire)  : 

Première  série ,  concernant  les  oscillations  du  matériel  dues  aux  déni¬ 
vellations  de  la  voie.  (Annales  des  Mines  de  1905,  1906  et  1907.) 

oc)  «  Les  dénivellations  de  la  voie  et  les  oscillations  du  maté¬ 
riel  des  chemins  de  fer  »,  que  nous  appellerons  :  «  Les  dénivel¬ 
lations  de  la  voie  »  ; 

g)  «  Note  complémentaire  sur  les  oscillations  du  matériel  dues 
aux  dénivellations  de  la  voie  »,  que  nous  appellerons  «  Note 
complémentaire  ». 

y)  «  Nouveau  mémoire  sur  la  théorie  des  oscillations  dues 
aux  dénivellations  »  (à  publier). 

Deuxième  série ,  concernant  les  oscillations  dans  les  courtes,  à  leur 
entrée  et  à  leur  sortie.  (Mémoires  de  1905  et  1906  de  la  Société  des 
Ingénieurs  Civils.) 

a)  «  Les  oscillations  du  matériel  des  chemins  de  fer  à  l’entrée 
en  courbe  et  à  la  sortie  »,  que  nous  appellerons  «  Les  oscillations 
à  l’entrée  en  courbe  »  ; 

0)  «  Les  grandes  vitesses  des  chemins  de  fer,  les  oscillations 
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du  matériel  et  la  voie  »,  que  nous  appellerons  «  Les  grandes 
vitesses  ». 

7)  «  Limites  de  flexibilité  des  ressorts  et  limites  de  vitesse  du 
matériel  des  chemins  de  fer  »  (mémoire  actuel). 

Troisième  série ,  concernant  les  oscillations  dues  au  matériel  et  à  la 
voie.  (Annales  des  Mines,  1909.) 

a)  «  Oscillations  de  lacet  de  véhicules  de  chemins  de  fer  », 
que  nous  appellerons  «  Oscillations  de  lacet  ». 

Quatrième  série  :  Oscillations  provenant  du  matériel  lui-même,  sur  une 
voie  sans  dénivellations  et  sans  courbes.  (Revue  Générale  des  Chemins 
de  fer  de  1907.) 

a)  «  Les  oscillations  du  matériel  dues  au  matériel  lui-même  et 
les  grandes  vitesses  des  chemins  de  fer  »,  que  nous  appellerons 
«  Les  oscillations  dues  au  matériel  ». 

Cinquième  série  :  Déraillements  et  profil  des  bandages.  (Mémoire  de 
la  Société  des  Ingénieurs  Civils  de  1909.) 

a)  «  Étude  complémentaire  sur  la  stabilité  du  matériel  des 
chemins  de  fer.  Théorie  des  déraillements.  Profil  des  bandages  », 
que  nous  appellerons  «  Théorie  des  déraillements  ». 

Ces  travaux  ont  été  couronnés  par  l'Académie  des  Sciences 
en  1906  et  par  la  Société  des  Ingénieurs  Civils  de  France  en 
1906  et  en  1910. 
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PREMIÈRE  PARTIE 

ÉTABLISSEMENT  DES  FORMULES 


Chapitre  I. 

Rappel  des  principes  des  études  de  l’auteur. 

Les  principes  fondamentaux  de  nos  deux  mémoires  sont  les 
suivants  : 


§  1er.  Centre  d’oscillations. 

Considérons  un  véhicule  quelconque  de  chemin  de  fer  (fig.  4) 
soumis. à  une  force  centrifuge  constante,  dans  une  courbe  de 
rayon  constant,  la  voie  étant  sans  dévers;  supposons  d’abord 
que  toutes  les  roues  soient  de  même  diamètre  ;  la  figure  est  faite 
dans  le  cas  des  ressorts  intérieurs  aux  roues,  mais  peu  importe, 
le  raisonnement  est  général. 

A  gauche  nous  représentons  en  M  la  section  du  coussinet,  en 
N  celle  du  haut  de  la  boite  à  huile  sur  lequel  repose  le  ressort  R  ; 
le  ressort  est  représenté  à  spirale  pour  simplifier  la  figure.  A 
droite  nous  représentons  le  ressort  R'  et  la  pièce  TT  qui  em¬ 
pêche  le  déplacement  latéral  du  poids  suspendu;  c’est  le  longe¬ 
ron  muni  de  la  glissière  de  plaque  de  garde,  pour  les  locomo¬ 
tives,  et  la  plaque  de  garde,  pour  les  voitures;  nous  l’appellerons 
simplement  «  plaque  de  garde  » . 

Cette  plaque  de  garde  coulisse  dans  les  oreilles  U  et  U'  de  la 
boîte  à  huile,  mais  avec  un  certain  jeu  transversal  qui  permet  le 
mouvement  de  roulis  du  poids  suspendu;  de  plus,  la  rainure 
comprise  entre  U  et  U'  a  des  entrées  en  haut  et  en  bas,  dans  les 
locomotives,  pour  faciliter  ce  roulis  sans  coincements.  Il  en  ré¬ 
sulte  que,  dans  le  mouvement  latéral  dû  à  la  force  centrifuge, 
la  plaque  de  garde  s’appuie  en  un  point  Y  sur  la  boîte  à  huile  ; 
du  côté  gauche  il  y  a  aussi  un  point  d’appui  latéral  non  repré¬ 
senté  sur  la  figure,  à  la  même  hauteur. 


On  voit  que  si  le  jeu  est  suffisant,  ce  qui  existe  en  pratique, 
rien  n’empêche  les  coussinets  et  la  boîte  à  huile  de  rester  bien 
d’aplomb  sur  la  fusée  de  l’essieu  pendant  le  mouvement  de  ro- 


Fig.l 


tation  de  la  caisse.  Menons  une  horizontale  par  le  point  de  con¬ 
tact  Y  et  soient  A  et  A'  ses  intersections  avec  les  axes  des  res¬ 
sorts. 

Ces  axes  restent  parallèles  au  plan  méridien  du  poids  suspendu 
O'Gj  sauf  une  très  légère  obliquité  négligeable  due  au  jeu  pré¬ 
cité;  par  contre,  ils  s’éloignent  de  la  perpendiculaire  à  la  ligne 
AVA',  en  proportion  de  l’amplitude  angulaire  de  l’oscillation. 

Gela  posé,  considérons  le  trapèze  rectangulaire  ACC'A'  et  sa 
médiane  00'  qui  joint  les  milieux  des  côtés  opposés.  Dans  la 
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situation  de  la  rotation,  la  somme  des  longueurs  AG  et  A'C'  est 
la  même  qu’à  l’état  statique;  en  effet,  la  force  centrifuge  du 
poids  suspendu  est  une  force  horizontale  incapable  de  modifier 
la  somme  de  compression  des  deux  ressorts.  Donc  la  ligne  00', 
qui  est  égale  à  la  moyenne  des  longueurs  AG  et  A'C',  est  cons¬ 
tante;  donc  le  point  0  est  bien  réellement  un  «  centre  d’oscilla¬ 
tions»  et  la  parallèle  aux  rails  passant  par  0  est  «  l’axe  d’oscil¬ 
lations  »  ;  de  la  rotation  (*). 

On  voit  que  la  position  de  cet  axe  d’oscillations  est  théorique¬ 
ment  indépendante  de  la  situation  des  ressorts,  en  dessus  ou  en 
dessous,  et  de  leur  mode  d’attache,  contrairement  à  une  opinion 
assez  répandue. 

Pratiquement,  si  le  jeu  latéral  de  la  plaque  de  garde  dans  les 
oreilles  U  et  U'  était  considérable,  ou  si  la  plaque  rie  garde  flé¬ 
chissait  notablement,  alors  l’axe  d’oscillations  serait  un  peu  dé¬ 
placé,  et  la  situation  des  ressorts,  ainsi  que  leur  mode  d’attache, 
auraient  un  peu  d’influence  sur  cette  position;  c’est  le  cas  des 
voitures  sans  bogies.  A  la  limite,  pour  les  automobiles,  il  n’y  a 
aucun  guidage  latéral  par  plaques  de  garde;  c’est  alors  la  posi¬ 
tion  des  ressorts  et  leur  mode  d’attache  qui  fixent  l’axe  d’os¬ 
cillations.  Mais,  dans  les  locomotives,  le  jeu  est  faible  et  les  lon¬ 
gerons  sont  rigides,  de  sorte  que,  dans  ce  cas,  la  position  du 
centre  d’oscillations  est  à  très  peu  près  celle  de  la  figure  1, 
toujours  dans  le  cas  de  toutes  les  roues  d’un  même  diamètre. 

Maintenant,  à  quelle  hauteur  est  l’axe  d’oscillations,  quand  il 
y  a  des  essieux  moteurs  et  porteurs  à  des  hauteurs  différentes? 

M.  Herdner,  dans  sa  remarquable  étude  sur  les  balanciers  des 
locomotives  (**),  a  montré  que  l’axe  d’oscillations  du  roulis  se 
trouve  environ  à  la  hauteur  des  axes  des  essieux  moteurs ;  en 
effet,  ces  essieux  ont  des  boîtes  à  huile  forcément  montées  avec 
le  minimum  de  jeu  nécessaire,  à  cause  de  leur  relation  avec  les 
pistons;  au  contraire,  on  donne  beaucoup  plus  de  jeu  aux  boîtes 
des  essieux  porteurs,  toujours  pour  permettre  le  roulis;  alors  ce 
sont  les  boîtes  les  plus  serrées  qui  fixent  les  conditions  de  l’os¬ 
cillation,  d’où  il  résulte  que  l’axe  d’oscillations  est  environ  à  la 
hauteur  des  axes  des  essieux  moteurs. 

Nous  sommes  d’accord  avec  M.  Herdner  et  nous  précisons  : 

(*)  Voir  la  Note  du  8  mai  1904  de  l’auteur  à  l’Académie  des  Sciences,  mentionnant  son 
pli  cacheté  du  28  mai  1901. 

(**)  Voir  :  «  Recherches  sur  le  fonctionnement  des  organes  de  la  suspension  dans  les 
locomotives  »  par  M.  Herdner  ( Revue  générale  des  Chemins  de  fer.  1905J. 
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il  est  à  très  peu  près  à  la  hauteur  du  point  Y,  quelques  centi¬ 
mètres  au-dessus  des  axes  des  essieux  moteurs. 

Si  le  jeu  était  insuffisant  entre  U  et  U',  alors  la  rotation  ne 
pourrait  plus  se  faire  que  par  un  soulèvement  d’un  côté  de 
chaque  coussinet,  ce  qui  pourrait  occasionner  le  chauffage  des 
parties  angulaires  qui  toucheraient  seules.  Il  est  donc  indispen¬ 
sable  que  ce  jeu  existe,  comme  on  le  fait  en  pratique. 

§  2.  Oscillations  de  double  amplitude. 

Le  deuxième  principe  de  nos  études  sur  ce  genre  d’oscillations 
est  le  suivant  : 

Soit  un  poids  P  placé  sur  un  ressort  R  qui  repose  sur  un  plan 


Fig.  2 


fixe  AB  (fig.  2);  la  compression  du  ressort  est  égale  à  P;  c’est  une 
sorte  de  peson  à  ressort. 

Maintenant  soulevons  le  poids  P,  plaçons-le  délicatement  sur 
le  ressort  et  lâchons-le  subitement;  quelle  sera  la  compression 
maxima  du  ressort  dans  la  première  oscillation? 

Représentons  (fig.  3)  la  valeur  de  la  compression  du  ressort, 
pendant  l’oscillation;  les  abscisses  représentent  les  déplacements 
verticaux  du  poids,  à  partir  du  moment  où  la  compression  du 
ressort  est  nulle;  les  ordonnées  représentent  les  valeurs  des 
efforts. 

La  courbe  de  compression  du  ressort  est  une  ligne  droite  OC. 
Ce  tracé  va  nous  permettre  de  calculer  l’amplitude  de  l’oscilla¬ 
tion  et  la  compression  maximum  du  ressort. 
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Traçons  la  ligne  DE,  parallèle  à  O#,  à  une  distance  égale  au 
poids  P. 

Supposons  que  l’oscillation  s’arrête  pour  une  chute  égale  à 
OF'  ;  la  question  est  de  calculer  OF'. 

A  ce  moment  le  travail  moteur  est  représenté  parle  travail  de 
la  chute  du  poids  ou  la  surface  du  rectangle  ODF"F';  le  travail 
résistant  est  représenté  par  la  surface  du  triangle  OFF'  ou  tra¬ 
vail  élastique  du  ressort. 

L’oscillation  s’arrêtera  quand  ces  deux  surfaces  seront  égales, 


c’est-à-dire  quand  OF'  sera  égale  au  double  de  OH';  à  ce  moment 
la  compression  du  ressort  sera  égale  à  FF'  ou  le  double  du 
poids  P. 

Or  OH'  est  la  «  flexion  statique  »  du  ressort  ou  flexion  totale 
sous  la  charge  statique,  ou  encore  produit  de  la  flexibilité  par 
tonne  par  la  charge  en  tonnes,  ou  encore  produit  de  la  flexibilité 
en  kilogrammes  par  la  charge  en  kilogrammes. 

Donc  en  résumé  : 

«  A  la  fin  de  la  première  oscillation,  la  flexion  du  ressort  sera 
«  le  double  de  la  flexion  statique  et  la  compression  du  ressort 
«  sera  le  double  du  poids  P.  » 

C’est  un  principe  connu  depuis  longtemps,  mais  dont  il  était 
utile  de  rappeler  la  démonstration  par  cette  méthode  graphique 
qui  est  précisément  celle  que  nous  avons  employée  dans  toutes 
nos  études. 
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C’est  ce  que  nous  avons  appelé  <j  l’oscillation  de  double  am¬ 
plitude  ». 

Cela  posé,  nous  rappellerons  en  quelques  mots  la  conclusion 
de  nos  études  précitées  sur  les  oscillations  à  l’entrée  en  courbe 
et  à  la  sortie,  de  la  façon  suivante  : 

Lorsque  la  voie  passe  d'un  alignement  droit  à  une  courbe  de  rayon 
constant ,  sans  courbe  de  raccordement ,  il  en  résulte  une  apptlication 
brusque  de  la  force  centrifuge  d>1  au  centre  de  gravité  du  poids  suspendu 
(fig.  4).  Cela  donne  lieu  à  une  oscillation  «  de  double  amplitude  »  autour 
de  l'axe  d’oscillations  O  ;  cette  oscillation  est  pareille  à  celle  qui  serait 
occasionnée ,  à  l'état  statique .  par  une  force  2  dq  égale  au  double  de  la 
force  centrifuge  correspondant  à  la  courbe  de  rayon  constant. 

Voilà,  en  quelques  mots,  les  principes  de  nos  études  en  ques¬ 
tion,  principes  qu’il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  pour  bien  com¬ 
prendre  les  formules  que  nous  allons  exposer. 


Chapitre  II. 

Étude  théorique. 


§  3.  Calcul  de  la  vitesse  limite  en  fonction  de  la  flexibilité 

DES  RESSORTS  ET  DU  RAYON  DE  COURBURE  DE  LA  VOIE, 

DANS  UNE  COURBE  DE  RAYON  CONSTANT. 

Nous  continuons  à  nous  placer  dans  le  cas  simple  d’un  véhi¬ 
cule  n’ayant  qu’un  seul  essieu  ;  les  mêmes  formules  s’appliquent 
au  cas  de  plusieurs  essieux,  sauf  le  cas  où  le  véhicule  est  très 
long,  cas  le  plus  favorable  dont  nous  avons  déjà  parlé  (Voir 
«  Oscillations  de  lacet  »,  §  36). 

a)  Equation  générale  du  problème.  —  Appelons  P  le  poids  total 
du  véhicule  qui  se  compose  du  poids  suspendu  P4  et  du  poids 
non  suspendu  P2.  Représentons  (fig.  4),  par  A  et  B,  les  points  de 
contact  des  roues  et  des  rails;  la  voie  est  supposée  en  dévers 
avec  un  angle  a  par  rapport  à  l’horizontale;  g  est  l’angle  d’incli¬ 
naison  correspondant  à  la  flexion  des  ressorts  sous  l’action  de  la 
force  centrifuge  ;  O  est  le  centre  d’oscillations  de  roulis,  Oq  le 
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centre  de  gravité  du  poids  suspendu,  G2  le  centre  de  gravité  du 
poids  non  suspendu,  G  et  D  les  points  d’application  des  ressorts. 

Rgï 


J’appelle  : 

p  le  demi-écartement  des  rails, 
m  le  demi-écartement  des  ressorts, 
n  l’altitude  de  G4  au-dessus  de  O, 
k  l’altitude  de  O  au-dessus  des  rails, 
h{  l’altitude  de  G!  au-dessus  des  rails, 
h2  l’altitude  de  G2  au-dessus  des  rails  ; 

Q  et  R  les  réactions  des  rails  sur  les  roues,  en  A  et  B,  norma¬ 
lement  à  la  voie  ; 

S  la  réaction  latérale  du  rail  sur  le  boudin  de  la  roue  en  A; 
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dq  et  dq  les  forces  centrifuges  du  poids  suspendu  et  du  poids 
non  suspendu,  en  supposant  que  le  véhicule  circule  avec 
une  vitesse  constante  v  dans  une  courbe  de  rayon  constant  r. 

Si  le  véhicule  circulait  sur  une  voie  sans  dévers  et  sans  courbe, 

P  _L  p 

Q  et  R  seraient  égaux  à  -1— ^ — -  l’un  et  l’autre. 

Mais  par  suite  du  dévers  et  de  la  courbe,  les  valeurs  Q  et  R 
changent  ;  pour  calculer  leur  changement,  il  nous  faudra  tenir 
compte  des  forces  centrifuges  et  du  dévers,  et  aussi  de  la  défor¬ 
mation  du  corps  tenant  à  ce  que  le  poids  suspendu  pivote  autour 
de  son  centre  d’oscillation,  comme  on  le  voit  sur  la  figure. 

Je  le  répète,  nous  nous  plaçons  ici  dans  le  cas  de  la  courbe 
de  rayon  constant;  nous  étudierons  plus  loin  le  cas  de  l’entrée 
en  courbe  sans  raccordement. 

Pour  y  arriver,  prenons  les  moments  par  rapport  à  A  ;  on  a 
dq  X  ÂË+  (h2XÂF  +  RXÂB-P,  XËÔ;  — P2XFG;=0  [1] 

Evaluons  toutes  ces  longuuers  : 

AE  =  HE  —  AH  =  \  cos  a  —  p  sin  a,  car  (3  est  assez  petit 
pour  qu’on  puisse  considérer  G1  et  G[  comme  étant  sur  une 
même  horizontale;  d’autre  part,  on  a  : 

AF  ==  HF  —  AH  —  h2  cos  a  —  p  sin  a. 

ÂB  =  2p. 

EGi  =  EGd  —  G4G'  ==  [p  cos  a  +  K  sin  a]  —  n  sin  g. 

FG2  =  p  cos  a  +  h2  sin  a. 

Substituons  ces  valeurs  dans  l’équation  [1]  ;  on  a  : 

dq(/q  cos  a  —  p  sin  a)  +  d»2  ( h2  cos  a  —  p  sin  a)  +  2  pR 
—  Pi  (p  cos  a  +  h{  sin  a  —  n  sin  g)  —  P2  (p  cos  a  +  h2  sin  a) 

!=  0. 

Divisons  tout  par  cos  a  et  confondons  cos  a  avec  1  pour  les  5e 
et  8e  termes,  a  étant  toujours  assez  faible;  faisons  dq  sin  a  =  0 
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et  <ï>2  sin  a  =  0,  termes  toujours  très  faibles,  cette  équation  de¬ 
vient  : 


<£>lhl  +  $2^2  +  —  ^\V  —  P  A  tga  +  sin  p  ) 

[2] 

—  P2P  —  P2/|2  tg  a  =  0.  ) 

Cette  équation  va  nous  permettre  de  calculer  R  ou  réaction 
du  rail  sur  la  roue  en  B,  qui  est  ce  que  nous  cherchons  ;  mais 
l’angle  g  est  encore  inconnu  ;  il  faut  le  calculer,  ou  bien  calculer 
n  sin  p,  qui  est  le  déplacement  (j{  Gj  du  centre  de  gravité  du 
poids  suspendu,  en  vertu  de  la  force  centrifuge  et  du  dévers  de 
la  voie. 

b)  Evaluation  de  n  sin  p.  —  Pour  la  calculer,  remarquons  que 
cette  longueur  est  égale  à  : 

Il  s’agit  donc  de  calculer  CC'  ou  affaissement  du  ressort  de 
gauche,  en  C. 

Nous  supposons  que  les  points  d’application  des  ressorts  soient 
en  C  et  D,  sur  la  même  ligne  que  le  centre  d’oscillations  O  ; 
cette  hypothèse  est  légitime,  puisqu’on  peut  toujours  transporter 
une  force  où  l’on  veut,  sur  la  ligne  qui  la  représente. 

Nous  avons  appelé  a  la  «  flexion  statique  »  de  chaque  ressort; 
alors,  les  flexions  étant  proportionnelles  aux  efforts,  on  a  : 

Gif  __  Qi  —  Qt 
a  ~  Q,  ’ 

d’où  :  CC  =  »X  Ql  y  Q| 

(en  appelant  la  compression  du  ressort  de  gauche  sans  dévers 
et  à  l’état  de  repos  et  Qj  la  compression  en  pleine  vitesse  avec 
le  dévers  dans  la  courbe  de  rayon  constant  r;  d’autre  part, 
Rj  et  Ri  sont  les  mêmes  données  relatives  au  ressort  de  droite.) 

On  a  donc  : 

n  sin  p  =  G~GÎ  =  a  X  ^  X  TT  ^ .  [3] 

Ainsi,  tout  revient  à  calculer  la  fraction  — ■  . 
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c)  Évaluation  de  Q-1— ^  .  —  Pour  connaître  cette  valeur,  pre- 

Ui 

nons  les  moments  par  rapport  au  centre  d’oscillations  de  roulis  O, 
pour  tout  ce  qui  concerne  le  poids  suspendu,  on  a  : 

cos  (a  —  (3)  —  P {(n  sin  a  —  n  sin  g)  —  (Qi  —  Ri)m, 

divisons  les  deux  nombres  par  P15  confondons  cos  (a  —  g)  avec 
l’unité,  on  a  : 

d>.  .  .  Qi  —  r; 

p-1  n  —  n  sin  a  +  n  sin  g  ==  1 — p — —  X  w. 

Mais  Qi  —  Ri  est  égal  à  2  (Qi  —  QQ  et  P1  est  égal  à  2  Q,  ;  le 
rapport  ^—5-^  est  donc  égal  au  rapport  cherché  9.1  On 

*1  vi 

a  donc  : 


î-1  n  —  n  sin  a  +  n  sin  g  =  f 
* i  Q 


ou  encore  : 

Qi  -  Q{  _  d> 


n  —  p  X  -  —  —  sin  a  +  -  sin  g, 
Q,  P  l  m  m  m 


ou  encore,  en  confondant  sin  a  et  tg  a,  l’angle  a  étant  toujours 
faible  : 

Qi  -  Q, 


Qi 


^-tga  +  sih  p]. 


[4] 


d)  Formule  donnant  n  sin  g.  —  Remplaçons  dans  l’équation  [3] 
le  rapport  Q--  -Oi  par  sa  yaleur  tirée  de  l’équation  [4]  : 


Qi 


n  sin  g  —  a  X  —9 
m2 


f<î> 

\jr  —  tg  a  +  sin  g 


Chassons  le  dénominateur  m2 


<I> 

nm 2  sin  g  —  an 2  yy  +  an 2  tg  a 
*1 


—  an 2  sin  g  =  0. 
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ou  encore  : 


<t> 

n  sin  (3(m2  —  an)  =  an2-^  —  an2  tg  a, 


n  sin  g  =  a  X 


m2  —  an\_  P1 


rîi  _  ,* 


]• 


[5] 


On  voit  que  cette  évaluation  de  n  sin  g  est  analogue  aux 
calculs  de  notre  mémoire  intitulé  «  Formule  relative  à  la  stabilité 
des  automobiles  ».  (Bulletin  de  juin  1907  de  la  Société). 

On  en  déduit  la  valeur  de  sin  (J  et  de  tg  (3,  qui  lui  est  sensi¬ 
blement  égal  : 

an  T  d>4 


9  I  tg  OC 

wr  —  cm|_P1 


tq 


C’est  l’angle  d’inclinaison  de  la  caisse  sous  l’effort  de  la  force 
centrifuge  et  du  dévers. 

e)  Calcul  de  la  variation  proportionnelle  des  ressorts.  —  C’est  la 
valeur  de  ^  q  Q1. 

Revenons  à  l’équation  [4]  ci-dessus,  où  : 

O!  —  Q.  n  <ï>  n  .  ,  n  .  n 

— n — -1  =  —  — - tg  a  H - sin  g. 

Qj  m  m  °  m 

Remplaçons  n  sin  g  par  sa  valeur  tirée  de  l’équation  [5],  on  a  : 

an2  p,  _  1 

m(m2  —  an)^  °  aJ  ’ 

i  i  an  I  n*  Ti  i  an  1 

m1  —  an  j  m  °  [  1  mr  —  an  J 


Q'i  —  0!  _  « 

O,  TO  P 


r  w  -  -  tg  «  + 


Q'i  —  U,  _  'h  ^  n 
Q,  "  P/  m 


[ 1  +  un]  [î;  -  “]• 


-\—  ~  q,t  +  “"1  pt.  —  tg  a  j , 
m  |  m2  —  an  J  |  P1 
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[£-•«*]•  ra 


*  n  m 

ou  encore  :  3  =  —  X  —5 — 

m  nr  —  an  \ 


f)  Calcul  final  de  v.  —  Pour  calculer  v,  nous  n’avons  qu’à  nous 
reporter  à  l’équation  [2]  et  à  y  remplacer  n  sin  0  par  sa  valeur 
tirée  de  l’équation  [5];  on  a  : 


'V'i  +  AK  +  2pR  —  *>  —  P  A  ig  «  J 

+  P,  X  -  «.]— P,p  — PAtg. 


=  0; 


P  y2  P 

remplaçons  <fq  par  sa  valeur  et  d>2  par  sa  valeur  -2— ,  on  a  : 

(JT*  CjV 


+  2/>r  -  p, p  -  PA  tg  a 


=  0. 


an 2  P.üs 


an- 


tg  *  —  P  2p  —  PA  tg  a 


p  —  W  "  1"  _  p 

1  m 2  —  an  '  P {gr  1  m2  —  an 
Multiplions  tout  par  gr  : 


P,t>A  +  P 2v°-h2  +  2 />%)•  —  P ,pgr  —  P Agr  tg  a 

,  r>  "'l2  2  n  a«V  4  T>  n  /  * 

+  P-  •  mF^an  ‘  *  ~  1  <^T^.  *  “  ~  P^r  “  P^  *  “ 


=  0 


1,2  [PA  +  PA  +  ]J (tnj  =  PiPS'r  +  P2p»r  —  2/%> 

rif) 2 

+  PA  tg  «  gr  +  P  A  tg  «  gr  +  P^-^—-—-  .  tg  «  .  gr 


PA  +  PA  +  P.^r^]  =  pgr[ P,  +  P2  -  2R| 


-t-  gr  tg 


PA  +  p2^2  +  P  i  2 


arr 


m *  —  an 
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pprfP,  +  P2  —  2R] 


an 


2 - h  9r  lg 


P 2^2  4“  2 

11  22  1  m2  —  an 


divisons  les  deux  termes  de  la  fraction  par  Pt, 


ir  — 


r ,  ,  P2  2R~1 

H1  +  p;  -  p;J 

P  nn  2 

+  /W2  + 


or  tg 


Pj  nr  —  an 


Evaluons  p-  ;  appelons  A  le  déchargement  proportionnel  des 
Pi 

roues  du  côté  intérieur;  comme  la  charge  normale  de  chaque 
P  4-  P 

roue  sur  le  rail  est  -J— ^ — -,  il  en  résulte  que  l’on  a  : 


R  = 


P  _L  P 

 rl  I  r2 


p  _L  P  P  4-  P 

A.^*=(i-A)ü±A 


Le  numérateur  de  l’équation  ci-dessus  devient  donc  :  . 


ou 


ou 


pgr 


pgr\ 


{i+^.-8(1-A)?L+^ 

rij_+ji p<  +  _L  ^  Lü?] 

L  p,  p,  p,  J’ 


Substituons  dans  l’équation  ci-dessus  qui  donne  la  valeur  de 


tr,  on  a  : 


Apr/'-  |i  +  pj 

,  .  ,  P2  .  an - 

K  +  K  p"  +  -ZJ 


+  9r  tg  “• 


[8] 


Pj  m2  —  an 


Telle  est  l’équation  simple  cherchée  qui  donne  la  vitesse  en 
fonction  de  A,  de  r,  de  a  et  du  dévers  de  la  voie. 
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g)  Calcul  de  A.  —  On  peut  renverser  le  problème  et  chercher 
la  valeur  de  A  : 

A  cet  effet,  chassons  le  dénominateur 

l{/l>  +h>Tt+  ~  àP»r  ['  +  v]  I 

-  gr  tg  +  h2  ^  =  0,  | 


ou  encore  : 


%| 1  +  f;]  = v> 


+  h£+^an 

2  P,  m2 


—  ar  tg  “f 


ht  +  h£+  an 2 


P,  m 2  —  an 


w? _ 1 

—  an J 

]• 


ou  encore  : 


Aw[l  +  pj  =  [/l!  +  Ktt  +  an 


d’où  l’on  tire  : 


A  - 


P1  m2 


,  ,  ,  ^  2  ,  aU' 
K  +  h2\r  + 


an2  1  r  o  , 
—J  [«*  -  gr  tg  a], 


P1  m2  —  on 


r  p„n 

rgr 

+ 

: 

[« 2  —  gr  tg  aj,  [9] 


Telle  est  l’équation  qui  donne  la  valeur  cherchée  A. 


h)  Calcul  de  la  réaction  latérale.  —  Pour  la  calculer,  il  suffît  de 
projeter  toutes  les  forces  sur  la  ligne  AB;  on  a  : 

S  =  <L\  COS  a  +  <I>2  COS  a  —  P,  sin  arrP2  sin  a 

S  =  ((Iq  +  d>2)  —  (Pj  -f  P2)  sin  a  (en  confondant  cos  a  avec 
l’unité)  ; 


S  d> 

p  ~  p  sin* a* 


101 


ou  encore  : 
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i)  Vérifications  directes.  —  Les  calculs  du  présent  paragraphe 
étant  assez  complexes,  il  est  bon  d’en  donner  quelques  vérifi¬ 
cations  directes. 

Tout  d’abord  on  remarque  que  A  (équat.  9)  s’annule  pour 

v%  =  gr  tg  a,  ou  pour  tg  a  =  — ,  c’est-à-dire  quand  le  dévers  de 

la  voie  est  égal  au  dévers  théorique  ;  c’est  ce  qu’on  doit,  en 
effet,  trouver  dans  ce  cas. 

Faisons  une  courte  vérification  directe,  dans  le  cas  d’un  véhi¬ 
cule  à  ressorts  très  rigides  pour  lequel  on  peut  considérer 
comme  nul;  il  n’y  a  qu’un  poids  non  suspendu  P2  avec  tg  a  =  0; 
alors  l’équation  [8]  devient  simplement  : 

„2  _  ÀpgrP s  Apff/' 

/ï2P2  ~  h2 

Vérifions  directement  cette  dernière  formule;  pour  cela  (fig-£) 
prenons  les  moments  par  rapport  à  A  : 


«LA 


P2p  +(l-A)^X2p  =  0, 


ou 


g  r 


P2P  +  ('•  —  A)P2p  =  0, 


d’où 


2  _  bpgr 


V *  == 


K  ’ 


[11] 


c’est  ce  qu’il  fallait  trouver. 


Remarques.  —  Si  l’on  voulait  avoir  la  vitesse  capable  de  faire 
verser  le  véhicule,  il  faudrait  faire  A  —  1  dans  la  formule  [8] 
ci-dessus. 

Dans  toute  cette  théorie,  nous  avons  supposé  que  le  centre 
d’oscillation  était  fixe  ;  c’est  exact  s’il  n’y  a  pas  de  dévers, 
comme  nous  l’avons  montré;  mais  si  le  dévers  existe,  comme 
nous  l’avons  supposé  ci-dessus,  ce  n’est  pas  rigoureusement 
exact,  ou  plutôt  la  longueur  n  varie  très  légèrement  pendant 
l’oscillation,  si  le  dévers  est  considérable;  il  est  facile  d’évaluer 
sa  très  légère  variation  de  longueur  et  de  donner  à  n  sa  valeur 
moyenne,  si  l’on  veut  une  grande  précision. 
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§  4 .  Même  calcul  a  l’entrée  en  courbe  et  sortie  sans  courbes 

DE  RACCORDEMENT. 

Maintenant  nous  allons  voir  ce  que  deviennent  les  équations 
[6]  à  [10]  à  l’entrée  en  courbe  et  à  la  sortie  sans  courbes  de  rac¬ 
cordement.  Il  suffît  pour  cela  d’appliquer  le  principe  de  l’oscil¬ 
lation  de  double  amplitude  du  §  2  à  toutes  les  forces  qui  agissent 
pendant  l’oscillation. 


a)  Cherchons  d'aboi'd  les  modifications  à  apporter  aux  formules  [6], 
[7],  [8]  et  [9].  —  D’abord  dans  toutes  les  équations,  d>1  devra 
être  remplacé  par  2$,;  il  en  résulte  que,  comme  on  peut  le 
constater  en  refaisant  les  calculs  dans  ces  conditions,  on  aura 
les  modifications  suivantes  : 

L’équation  [6]  deviendra  : 


1g  li  ~  m2 


an  [  2d>1 

^Tn  [iV  -  tg  “J’ 


L’équation  [7]  deviendra  : 


Q7  —  Q1  _  mn  r2<ï>t 


O, 


nv 


mn  r2d>. 


L’équation  [8]  deviendra  : 

Aw[l  +  Ü] 


V  — 


%  rî 


W  +2 grASa- 


Pj  m2  —  an 
L’équation  [9]  deviendra  : 


A  = 


P  Qnn^ 

2A«  +  1,2  P]  +m2 


an 


pr/'j 


4:; 


—  I  t  g*]- 


[12] 


[13] 


m 


Lis| 


b)  Calcul  de  la  réaction  latérale.  —  Nous  allons  calculer  le  maxi¬ 
mum  de  la  réaction  latérale,  au  moment  où  l’oscillation  atteint 
son  maximum;  nous  avons  déjà  donné  un  moyen  de  faire  gra- 
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phiquement  ce  calcul  dans  notre  mémoire  sur  les  Oscillations  à 


l'entrée  en  courbe. 

Mais  pour  éviter  de  faire  l’épure,  voici  une  méthode  beaucoup 
plus  simple. 

Nous  supposerons  d’abord  le  dévers  nul  ou  tg  a  =  0. 

Appelons  S  la  réaction  latérale  des  roues  sur  le  rail  de  gauche; 
au  premier  abord  on  pourrait  croire  que  l'on  a  : 


S  —  2<ï)1  -j- 


C’est,  en  effet,  une  limite  supérieure  de  cet  effort;  en  réalité 
il  est  moindre,  car  2<bt  se  compose  d’une  force  centrifuge  «ïq  et 
d’une  force  d’inertie  dont  le  moment  par  rapport  à  0  est  égal 
au  moment  de  d>1  comme  nous  l’avons  vu,  et  qu’il  faut  étudier 
de  plus  près. 

1°  Supposons  d'abord  que  la  flexion  statique  a  soit  assez  faible  pour 
qu’on  puisse  négliger  le  moment  à  côté  des  autres  moments 
par  rapport  à  0  (fig.  4). 

Écrivons  l’équation  du  moment  de  l’oscillation  autour  de  0 
on  a  : 


(?i  —  r,)m—  $>,»  =  I0  j(, 


et  r{  sont  les  réactions  variables  des  ressorts,  en  C  et  D  et  w 
la  vitesse  angulaire  variable  pendant  l’oscillation. 

A  la  fin  de  l’oscillation  de  double  amplitude,  cette  équation 
devient  : 


Or  nous  savons,  d’après  le  principe  de  l’oscillation  «  de  double 
amplitude  »  que  le  moment  de  (Q7  —  R'/)  par  rapport  à  0,  est  le 
double  du  moment  de  par  rapport  à  0  ; 


on  a  donc  : 


ou 


(Q;'-R;>=:2<ïyi; 

2 


OU 


du _  <I>4n 

~dt  ~  17' 


ou 


|I6| 
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Ce  qu’il  nous  faudrait  avoir,  c’est  l’accélération  y  du  point 
à  la  fin  de  l’oscillation  ;  or,  on  a  la  relation  : 

v  —  o )n  (v  étant  la  vitesse), 


ou 


du)  di i) 

't~di  =  ndii 


<J)  Yl  n2 

on  a  donc  :  y  —  n  . 

*0  *0 

Maintenant  appelons  <j  le  rayon  de  giration  du  poids  suspendu 
par  rapport  à  G4,  on  a,  en  appliquant  le  théorème  connu  sur  les 
moments  d’inertie  : 


on  a  donc  : 


P  P  P 

h  =  g  +  g  ^  (b’  +  "2); 


= 


'  (!)  <-■ .+ 


OU 


ii  v  —  .h  _ 

g  '  «*  + 


m 


Telle  est  la  valeur  de  la  force  d’inertie  du  poids  suspendu, 
évaluée  en  G1?  à  la  fin  de  l’oscillation  de  double  amplitude. 

A  présent,  appliquons  l’équation  de  d’Alembert  ou  projection 
horizontale  des  forces  et  des  inerties,  on  a  : 


ou  encore  : 


s;  = 


Pi 


Y  +  *i  =  1  + 


•[- 


n2  -f-  a" 


[18] 


Telle  est  l’équation  cherchée  qui  donne  la  réaction  horizon¬ 
tale  du  poids  suspendu  sur  les  ressorts,  à  la  fin  de  l’oscillation 
d’entrée  en  courbe. 

Cette  formule  a  été  établie  pour  la  première  fois  par  M.  Nadal 
qui  a,  en  outre,  exposé  après  nous,  avec  une  autre  méthode, 
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notre  théorie  des  oscillations  d’entrée  en  courbe  et  de  sortie  (*). 

Mais  cette  formule  étant  un  perfectionnement  de  la  nôtre, 
pour  la  réaction  horizontale,  nous  l’avons  exposée  ici  par  une 
méthode  nouvelle.  Nous  appelons  encore  l’attention  du  lecteur 
sur  cette  nouvelle  vérification  de  nos  formules  par  un  autre  au¬ 
teur. 

En  faisant  s  =  0  (masse  concentrée  en  Gd),  on  retombe  sur 
la  formule  : 

s;  X  ï; 

c’est  la  formule  que  nous  avons  donnée  dans  notre  mémoire 
précité  sur  les  oscillations  à  l’entrée  en  courbe. 

En  faisant  œ  =  n,  cas  ordinaire  de  la  pratique,  à  peu  de  chose 
près,  on  a  : 

s;  =  *,■  (  1  +  i)  -  ! .  [19] 

Maintenant  la  réaction  totale  des  roues  sur  les  rails  sera  égale 
à  SJ',  plus  la  force  centrifuge  du  poids  non  suspendu  $2,  ce  qui 
donne  : 

S*  =  f1  +  ^ 

ou,  en  pratique, 

S"  =  +  <1-,  (l  +!)=*!+  1.8*1-,  [51] 

Si  la  voie  a  un  dévers,  cette  équation  devient  : 

S"  =  <f>2  +  1,5$!  —  (P/.+  P2)  sin  a.  [22] 

2°  Supposons  que  a  soit  quelconque.  —  Supposons  d’abord  a  =  0, 
ou  cas  du  dévers  nul.  L’équation  du  mouvement  de  l’oscillation 
devient  alors,  en  prenant  les  moments  par  rapport  à  0  : 

(<li  —  rt)  m  —  'I >,n  —  P,  X  G, G]  =  I0 


(*)  Voir  Locomotives  à  vapeur ,  par  Joseph  Nadal,  Ingénieur  en  chef  des  Chemins  de 
fer  de  l’État.  —  Oct.  Doin  1908. 
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Posons  G^i  —  e;  on  aura,  en  appliquant  cette  équation  à  la 
fin  de  l’oscillation  de  double  amplitude  : 


(Q?- R.')  P,«  =  IÔ  J. 


[23] 


Or  le  terme  (Q,  —  R[)m,  égal  à  2d>tn,  comme  dans  le  cas  pré¬ 
cédent,  est  donné  par  l’équation  [13]  ci-dessus  qui  donne  : 


Qî  —  Q,  =  rrs 


mn  .  .  2Q,  T  T  _  n  _  m‘ 


X  -rf1  X  i  =  i  X  -  X  -j 


or 


m  —  an  \\  m  —  an 

o;  -  r;  =  2(q;  -  q,)  = 0  *,B  ml  ■ 


P '  m2  —  an  ’ 
d’autre  part,  nous  avons  vu  que  l’on  a  [équation  5]  : 


n  sin  g  =  2a 


<ï> 

Xp  =  e 


m2  —  an  P1  . 


remplaçons  (Q]'  —  R]')  et  e  par  ces  valeurs  dans  l’équation  [23] 
ci-dessus,  il  vient,  pour  le  premier  terme  : 


2<I>1  -  .  m *  -  X  m  —  dqn  —  P,  X  2a  — 


m  mr  —  an 


m2  —  an  P4  ’ 


ou  bien  :  2$, 


rrrn  ,  ~  ,  an 

— - ${n  —  2‘ïq  - , 

m~  —  an  1  nr  —  an 


ou 


^  2 m2n  —  n(m2  —  an)  —  2 an2 

m 2  —  an 


ou 


,  wr  —  an 
d \n  —a - —  =  ; 


1  m  —  aa 

l’équation  [17]  devient  donc  : 


,  T  dm  db )  d>,w 

<3,*n  =  I«Â  ou  dî  =  17 : 


c’est  exactement  la  même  équation  [11];  donc  le  cas  est  exacte¬ 
ment  le  même  que  le  cas  précédent;  on  retombe  donc  exacte¬ 
ment  sur  les  équations  [16]  à  [22].  De  même  s’il  y  a  un  dévers. 
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§  5.  Calcul  de  la  durée  de  l’oscillation. 

< 

Le  calcul  de  la  durée  de  l’oscillation  double  d’entrée  en  courbe 
est  tout  fait  dans  un  de  nos  mémoires;  c’est  la  durée  de  l’oscilla¬ 
tion  naturelle  de  roulis  du  véhicule  autour  de  son  centre  d’os¬ 
cillations  ( Annales  des  Mines ,  2e  semestre  de  1905,  §  9);  c’est  : 


2< = 2*  i  J ,  r2  ^ 

m  V  g{mA  —  an) 


(p  est  ici  le  rayon  de  giration  par  rapport  à  l’axe  d’oscillations). 

Nous  pouvons  lui  substituer  le  rayon  de  giration  g  par  rap¬ 
port  au  centre  de  gravité  du  poids  suspendu  ;  on  a  alors  : 

p2  —  a2  -f-  n2, 

OU  p  =  \/  a2  +  tt2  ; 

substituons  :  2<  =  2  x  \/  a/s*  +  n*\.  [241 

V  g(mz  —  an)  L  J 


§  6.  Divers  pour  le  chapitre  II. 

Il  est  important  de  faire  ressortir  les  avantages  comparés  des 
ressorts  intérieurs  et  extérieurs  du  matériel;  dans  le  premier  cas 
on  a  :  m  —  0,60,  et  dans  le  deuxième  :  m  =  1  m  environ. 

Voici  ce  qui  résulte  des  formules  de  nos  divers  mémoires  : 

1°  Si  le  terme  an  est  négligeable  par  rapport  à  m2  et  si  n2  est 
négligeable  par  rapport  à  m2,  on  est  dans  le  cas  des  ressorts 
raides  et  du  centre  de  gravité  bas;  dans  ce  cas,  dans  la  valeur 
de  A  [formule  9]  le  dernier  terme  du  numérateur  est  négli¬ 
geable,  en  sorte  que  A  est  indépendant  de  m;  m  n’a  donc  aucune 
influence  sur  la  stabilité  dans  l’entrée  en  courbe; 

2°  Si  an  n’est  pas  négligeable  par  rapport  à  m2,  alors  il  est 
clair  que  plus  m  augmente,  plus  A  est  faible;  donc  les  ressorts 
extérieurs  augmentent  la  stabilité  à  l’entrée  en  courbe  ; 

3°  En  nous  reportant  aux  oscillations  de  roulis  dues  aux  déni¬ 
vellations  dissymétriques  de  la  voie  (voir  «  les  dénivellations 
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de  la  voie  »,  2e  partie,  §  8)  on  voit  que,  au  contraire,  l’ampli¬ 
tude  des  oscillations  de  roulis  augmente  quand  m  augmente.  La 
variation  de  compression  des  ressorts  due  à  ce  roulis  augmente 
alors  un  peu,  mais  d’autant  moins  que  la  valeur  de  a  est  plus 
grande; 

4°  Enfin  reste  la  variation  de  compression  des  ressorts  due  au 
gauchissement  produit  par  la  pente  du  raccordement  du  sur¬ 
haussement  de  la  voie;  elle  augmente,  naturellement,  quand  m 
augmente. 

Il  faut  donc  tenir  compte  de  ces  quatre  conclusions  pour  bien 
juger  l’influence  des  ressorts  intérieurs  et  extérieurs;  nos  for¬ 
mules  permettent  de  trancher  exactement  la  question  dans 
chaque  cas  particulier.  Mais  on  peut  déjà  dégager  les  conclu¬ 
sions  générales  suivantes,  en  tenant  compte  de  ce  fait  que,  avec 
le  matériel  moderne,  n  atteint  des  valeurs  assez  élevées,  pour 
les  locomotives  et  pour  les  voitures,  de  sorte  que  an  n’est  pas 
négligeable  par  rapport  à  m2;  alors  la  première  conclusion  ci- 
dessus  ne  s’applique  pas. 

(A)  Pour  les  locomotives,  la  deuxième  conclusion  ci-dessus 
montre  un  avantage  des  ressorts  extérieurs.  Mais  les  troisième  et 
quatrième  conclusions  ci-dessus  mettent  en  relief  des  inconvé¬ 
nients  ;  il  y  a  à  peu  près  compensation,  comme  on  peut  le  voir, 
par  des  applications  numériques;  cependant  on  peut  dire  que 
les  ressorts  extérieurs  sont  plutôt  avantageux  pour  les  machines 
courtes  et  désavantageux  pour  les  longues  sans  balanciers,  à 
cause  de  la  quatrième  conclusion.  De  plus,  les  ressorts  inté¬ 
rieurs  sont  d’un  emploi  plus  pratique. 

(B)  Pour  les  voitures,  la  deuxième  conclusion  donne  un  avan¬ 
tage  considérable  aux  ressorts  extérieurs,  parce  qu’ici  a  est 
très  grand;  par  contre,  les  troisième  et  quatrième  conclusions 
ne  donnent  qu’un  léger  avantage  aux  ressorts  intérieurs,  préci¬ 
sément  parce  que  a  est  très  grand;  il  en  résulte  que  les  res¬ 
sorts  extérieurs  ont  ici  un  avantage  énorme. 

Pour  les  automotrices  électriques  à  très  grande  vitesse,  les 
ressorts  extérieurs  s’imposent  également.  Voilà  une  nouvelle 
question  complexe  qui  trouve  une  solution  facile  avec  toutes 
nos  formules. 


—  31  — 


Chapitre  III. 


Cas  de  la  pratique. 


§  7.  Cas  de  l’entrée  en  courbe  et  sortie 

SANS  COURBE  DE  RACCORDEMENT  EN  TENANT  COMPTE  DES  FROTTEMENTS. 

Nous  allons  modifier  les  formules  pour  tenir  compte  des  frot¬ 
tements  des  lames  de  ressorts,  dans  le  cas  où  la  voie  n’a  pas  de 
courbes  de  raccordements. 

Nous  avons  montré  comment  l’on  calcule  le  frottement  des 
lames  de  ressorts  (voir  «  les  dénivellations  de  la  voie  »  Impartie, 
note  finale).  Il  est  facile  de  voir  que  le  moment  de  ces  frotte¬ 
ments,  par  rapport  au  centre  d’oscillations,  atteint  toujours  au 
moins  le  quart  du  moment  de  la  force  centrifuge;  il  en  résulte 

1 

que  le  coefficient  2  de  double  amplitude  doit  être  réduit  de  ce 

qui  le  ramène  à  1,50  au  lieu  de  2:  c  est  ce  qui  va  nous  servir  à 
modifier  les  formules  en  question. 

L’équation  [12]  ci-dessus  devient  : 


L’équation  [13]  devient  : 


(g  étant  l’angle  de  la  caisse  avec  le  plan  vertical  des  rails  au 
maximum  de  l’oscillation)  : 


L27] 
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Enfin,  l’équation  [15]  devient  : 

S"  =  $2  +  1,25$,  —  (P,  +  P2)  sin  a.  [28] 
Telles  sont  les  trois  équations  dans  le  cas  qui  nous  occupe. 


§  8.  Influence  du  devers  de  la  voie  et  du  jeu 

DES  BOUDINS  DANS  LA  VOIE. 


Passons  au  cas  où  il  existe  un  dévers  de  la  voie  égal  au  tiers 
du  dévers  théorique;  nous  appelons  dévers  théorique  celui  qui 
est  tel  que  la  résultante  du  poids  et  de  la  force  centrifuge  soit 
perpendiculaire  au  plan  des  deux  rails,  le  rayon  de  la  courbe 

v? 

étant  suppose  constant;  il  est  donné  par  la  relation  :  tg  a  =  — . 

Gomme  on  va  le  voir,  le  dévers  qu’on  donne  aux  voies  n’est 
qu’une  faible  fraction  du  dévers  théorique  correspondant  aux 
limites  extrêmes  de  vitesse  qu’on  atteint  parfois,  surtout  pour 
les  grandes  vitesses  et  les  grands  rayons;  cela  tient  à  ce  que  les 
dévers  considérables  mettent  la  voie  en  mauvaise  posture  pour 
le  passage  des  trains  de  marchandises,  la  file  de  rails  intérieure 
étant  alors  surchargée;  cela  tient  aussi  à  ce  que  les  dévers 
élevés  exigent  un  arrimage  très  soigné  des  marchandises  dans 
les  wagons. 

Ainsi,  comme  nous  le  verrons  plus  loin,  nous  montrerons 
qu’avec  un  excellent  matériel  on  peut  atteindre  la  limite  de 
130  km  à  l’heure  ou  36  m  par  seconde  avec  des  courbes  de 
800  m  de  rayon  ;  voyons  quel  est  le  dévers  théorique  dans  ces 
conditions  : 

La  force  centrifuge  est  : 


$  _  u2  _  (36)2 

P  ~  gr  9,81  X  800 


0,166. 


Ainsi  le  rapport  de  la  force  centrifuge  au  poids  est  ici  0,166; 
c’est  la  tangente  de  l’angle  a  du  dévers  théorique  ou,  plus  sim¬ 
plement,  ce  que  nous  appelons  «  le  dévers  théorique  ». 
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Le  surhaussement  du  rail  extérieur  doit  être  égal  à  : 

0,166  X  1,50  m  ==  0,25  m. 

En  considérant  les  limites  de  vitesse  pour  les  faibles  rayons, 
on  arriverait  à  un  résultat  analogue. 

Or,  personne  n’a  jamais  songé  à  donner  au  surhaussement  du 
rail  extérieur  une  telle  valeur;  cela  se  fera  peut-être  un  jour, 
avec  juste  raison,  pour  des  lignes  spéciales,  sans  trains  de  mar¬ 
chandises.  Mais,  dans  l’état  actuel,  cela  ne  se  fait  pas;  on  peut 
admettre  que  le  surhaussement  ne  dépasse  guère  0,08  m,  sur 
les  lignes  principales  à  grands  rayons,  soit  environ  le  tiers  du 
surhaussement  théorique.  Dans  les  lignes  à  faible  rayon  on  donne 
un  surhaussement  un  peu  plus  fort  qui  équivaut  à  peu  près  à 
la  moitié  du  surhaussement  théorique.  Mais,  d’autre  part,  à  Ven¬ 
trée  de  ces  courbes  et  à  la  sortie ,  le  surhaussement  est  moindre, 
surtout  s’il  y  a  des  courbes  en  sens  inverse  se  succédant,  parce 
que  la  longueur  de  la  partie  rectiligne  intermédiaire  est  trop 
courte  et  qu’il  en  résulterait  une  pente  trop  forte  du  raccor¬ 
dement  du  surhaussement.  Donc,  le  dévers  pratique  égal  à  un 
tiers  du  dévers  théorique  représente  bien  la  réalité,  presque 
toujours,  en  considérant  les  vitesses  limites,  à  l’entrée  en  courbe 
et  à  la  sortie. 

D’autre  part,  il  y  a  une  cause  d’aggravation  de  l’oscillation 
d’entrée  en  courbe  dont  nous  avons  tenu  compte  dans  nos  deux 
mémoires  précités,  c’est  l’influence  du  jeu  des  boudins  dans  la 
voie;  il  donne  une  augmentation  du  chemin  parcouru  par  la  force 
centrifuge,  dans  l’oscillation  d’entrée  en  courbe. 

En  résumé,  les  résultats  du  paragraphe  précédent  sont  un  peu 
diminués  par  suite  de  l’influence  du  dévers  de  la  voie  et  un  peu 
aggravés  par  suite  de  l’influence  du  jeu  des  boudins  dans  la 
voie;  on  va  voir  qu’il  y  a  à  peu  près  compensation. 

En  effet,  considérons  le  cas  particulier  d’une  locomotive  à  l’en¬ 
trée  en  courbe  que  nous  traitons  plus  loin,  avec  un  rayon  de 
courbure  de  la  voie  de  800  m  et  une  flexion  statique  des  res¬ 
sorts  égale  à  0,05  m.  Si  l’on  considère  le  chemin  parcouru  total 
par  le  centre  de  gravité  du  poids  suspendu,  dans  l’oscillation 
d’entrée  en  courbe,  il  est  facile  de  voir  qu’il  est  un  peu  plus  de 
trois  fois  la  valeur  du  jeu  de  la  voie  qui  est  de  0,02  m  environ; 
or  nous  venons  de  voir  que  nous  avons  d’autre  part,  un  dévers 
réel  égal  à  un  tiers  du  dévers  théorique  ;  cela  revient  à  dire 
qu’il  ne  compense  qu’un  tiers  de  la  force  centrifuge;  il  y  a  donc 
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à  peu  près  compensation  pour  les  locomotives.  Pour  les  voitures, 
qui  ont  des  ressorts  plus  souples,  il  en  est  à  peu  près  exacte¬ 
ment  de  même  :  en  effet,  ici,  le  chemin  total  parcouru  par  le 
centre  de  gravité  du  poids  suspendu  est  beaucoup  plus  grand  ; 
mais  ici  il  faut  ajouter  au  jeu  des  boudins  le  double  jeu  latéral 
de  la  traverse  danseuse  des  bogies,  ou  des  menottes  à  anneaux; 
cela  fait  encore  à  peu  près  le  tiers  du  chemin  parcouru  total. 

En  résumé,  en  négligeant  à  la  fois  l’influence  du  jeu  de  la 
voie  et  l’influence  du  dévers  nous  nous  plaçons  dans  un  cas  qui 
est  celui  de  la  pratique,  à  peine  un  peu  plus  défavorable  que 
ce  cas  de  la  pratique. 

Nos  formules,  du  reste,  permettent  de  tenir  compte  du  dé  vers 
s’il  est  considérable. 


§  9.  Cas  des  courbes  de  raccordement  courtes. 


Ce  que  nous  appelons  courbes  de  raccordement  longues  ce  sont 
celles  qui  sont  assez  longues  pour  que  le  véhicule,  en  franchis¬ 
sant  le  raccordement,  ait  le  temps  de  faire  son  oscillation  d’aller 
et  de  retour  avec  amortissement.  Or,  avec  les  courbes  de  raccor¬ 
dement  longues,  les  formules  ci-dessus  s’appliquent  sauf  que  le 
coefficient  2  de  double  amplitude  est  remplacé  par  le  coeffi¬ 
cient  1.  En  pratique  elles  sont  parfois  assez  longues  pour  rem¬ 
plir  entièrement  leur  office  ;  nous  reviendrons  là-dessus  plus 
loin. 

Mais,  dans  le  cas  habituel,  il  faut  adopter  une  moyenne 
entre  le  coefficient  1,50  du  paragraphe  7,  et  le  coefficient  !  des 
courbes  de  raccordement  longues  au  lieu  du  coefficient  2  de 
double  amplitude  ;  c’est  le  coefficient  1,25. 

On  aura  donc,  dans  ce  cas  : 


dq  mn 


[29] 


P.  *  rri2  —  an 


[30] 


1,23  (k  +  n)  +  h2  Ü  +  l,26a| 
S"  =  <î>2  +  1,12  X 


m2  —  an  J 


[32] 
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Il  peut  être  utile,  pour  certaines  questions,  de  calculer  la  va¬ 
leur  de  A  en  fonction  de  v,  de  r,  de  a  et  des  valeurs  données  ; 
on  la  tire  de  l’équation  [26]  ou  : 


1 

|^1 ,25  (k  +  n)  -b  h2  jp  + 

1  25a  n2  1 

m*  —  an  \ 

V9r  | 

[*+H 

Les  formules  [29]  à  [33]  résument  le  véritable  cas  de  la  pra¬ 
tique,  dans  la  grande  majorité  des  cas,  car  les  courbes  de  rac¬ 
cordement  courtes  sont  à  présent  employées  à  peu  près  sur 
tous  les  réseaux;  elles  sont  en  effet  très  faciles  à  installer  sans 
aucune  acquisition  de  terrain,  et  même  sans  calcul  au  besoin. 

Dans  les  cas  rares  où  elles  n’existent  pas  du  tout,  on  n’aura  qu’à 
appliquer  les  formules  du  paragraphe  7  ci-dessus. 

On  s’étonnera  peut-être  du  peu  d’influence  que  nous  attri¬ 
buons  au  surhaussement  du  rail  extérieur.  Gela  tient  à  ce  que, 
en  pratique,  on  ne  lui  donne  qu’une  faible  fraction  de  sa  valeur 
théorique,  pour  les  motifs  que  nous  avons  exposés.  On  lui  attri¬ 
bue,  du  reste,  si  peu  d’importance,  en  pratique,  que  les  formules 
empiriques  servant  habituellement  à  le  calculer  ne  contiennent 
généralement  la  vitesse  qu’à  la  première  puissance,  tandis  que 
la  théorie  montre  qu’il  doit  être  proportionnel  à  son  carré  ;  de 
plus,  les  vitesses  types  qui  servent  à  l’établir  sont  des  vitesses 
faibles.  Mais  il  y  a  plus  encore.  Bien  des  Ingénieurs  établissent 
le  raccordement  du  surhaussement  de  manière  qu’il  n’ait  que  la 
moitié  de  la  valeur  à  l’entrée  en  courbe;  le  reste  se  gagne  après. 
C’est  une  chose  fâcheuse  au  point  de  vue  des  oscillations  qui 
nous  occupent,  mais  il  y  a  cependant  un  cas  où  ce  procédé  a  un 
avantage,  c’est  le  cas  de  deux  courbes  inverses  raccordées  par 
un  alignement  droit  trop  court  de  50  ou  meme  de  30  m;  dans  ce 
cas  on  est  bien  obligé  de  réduire  le  surhaussement  à  l’entrée 
en  courbe  pour  éviter  une  trop  forte  pente  du  raccordement  du 
surhaussement;  cette  forte  pente  donne,  surtout  pour  les  ma¬ 
chines  longues,  un  gauchissement  produisant  une  variation  par¬ 
fois  dangereuse  de  la  charge  des  ressorts,  comme  nous  l’avons 
montré  dans  un  autre  mémoire. 

On  peut  s’étonner,  par  contre,  de  nous  voir  introduire  dans 
nos  calculs  l’influence  des  courbes  de  raccordement,  puisqu’il 
y  a  encore  des  lignes,  très  rares,  où  elles  ne  sont  pas  réglemen- 
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taires.  Nous  répondrons  que  nous  avons  supposé  seulement  des 
courbes  de  raccordement  courtes,  établies  sans  aucune  formule 
spéciale,  et  ne  produisant  que  la  moitié  de  l’effet  des  courbes 
de  raccordement  longues  calculées  et  bien  établies. 

C’est  à  peu  près  le  cas  de  la  pratique,  même  si  les  Ingénieurs 
n’ont  pas  prévu  de  courbes  de  raccordement;  en  effet,  les  po¬ 
seurs  de  la  voie  en  établissent  presque  sans  le  vouloir;  et  même 
si  cela  n’était  pas,  les  trains,  en  passant,  en  établissent  eux- 
mêmes  en  vertu  du  choc  latéral  du  boudin  sur  le  rail  à  l’entrée 
en  courbe,  quand  il  n’y  a  pas  de  raccordement  du  tout. 

En  résumé,  notre  hypothèse  de  l’entrée  en  courbe  et  sortie 
avec  un  très  faible  dévers  et  une  courbe  de  raccordement  courte 
et  établie  n’importe  comment  est  bien  l’expression  réelle  de  la 
pratique  dans  la  grande  majorité  des  cas. 

Mais  il  est  bien  entendu  que  ces  formules  ne  s’appliquent 
qu’aux  cas  de  la  pratique  habituelle,  où  le  dévers  de  la  voie 
n’est  qu’une  faible  fraction  du  dé  vers  théorique  correspondant 
aux  vitesses  limites.  Si  l’on  établit  des  lignes  où  le  dévers  est 
beaucoup  plus  fort  et  égal  au  dé  vers  théorique,  alors  les  formules 
ci-dessus  donnent  des  limites  de  vitesse  trop  basses;  on  calculera 
ces  limites  par  les  formules  du  paragraphe  3  ci-dessus,  comme 
on  va  le  voir  au  paragrahe  suivant.  Ce  cas  se  présente  dans 
certaines  lignes  de  montagnes,  surtout  pour  les  tramways  élec¬ 
triques  ;  il  pourrait  aussi  se  présenter  pour  les  lignes  spéciales 
électriques  à  très  grande  vitesse.  Par  contre,  il  ne  faut  pas  ou¬ 
blier  que  les  formules  ci-dessus  ne  concernent  qu’une  seule 
oscillation,  l’oscillation  de  roulis  à  l’entrée  en  courbe  et  à  la  sor¬ 
tie;  il  existe,  dans  bien  des  cas,  pour  certains  véhicules  de  che¬ 
mins  de  fer  un  peu  défectueux,  des  limites  de  vitesse  beaucoup 
plus  basses,  qui  tiennent  à  diverses  oscillations  que  nous  avons 
étudiées  dans  tous  nos  mémoires  et  qui  aboutissent  à  la  condition 
du  déraillement  étudiée  dans  notre  mémoire  sur  la  «  Théorie  des 
déraillements  ». 


§  10.  Cas  des  courbes  de  raccordement  longues. 

Dans  l’introduction  de  notre  mémoire  sur  «  les  oscillations  à 
l’entrée  en  courbe  »  nous  avons  résumé  l’historique  des  courbes 
de  raccordement;  voici  quels  sont  les  genres  de  courbes  de  rac¬ 
cordement  actuellement  employés  : 
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1°  Il  y  a  d’abord  le  raccordement  parabolique  de  Nordling  qui 
donne  une  pente  de  surhaussement  uniforme  au  rail  extérieur 
et  pour  lequel  la  courbe  de  raccordement  est  calculée  de  telle 
façon  que  le  rapport  de  la  force  centrifuge  au  poids  soit  tout  le 
temps  égal  à  la  tangente  de  l’angle  du  dévers;  il  n’y  a  alors 
aucune  oscillation  d’entrée  en  courbe  si  la  pente  du  surhausse¬ 
ment  est  faible  et  aucune  variation  de  compression  des  ressorts 
et  dépréssion  des  roues  sur  les  rails;  mais  il  subsiste  une 
légère  oscillation  de  roulis  due  à  l’entrée  brusque  dans  la  pente 
du  surhaussement  et  à  la  sortie  de  cette  pente;  nous  l’avons 
étudiée  dans  un  autre  mémoire. 

2°  En  pratique,  on  établit  le  raccordement  de  Nordling  pour 
une  vitesse  bien  inférieure  à  la  vitesse  maxima  des  trains  ou 
120  km  à  l’heure  pour  les  grandes  lignes;  il  en  résulte  que, 
même  avec  le  raccordement  de  Nordling,  à  cause  de  l’insuffi¬ 
sance  du  dévers,  il  existe,  à  la  vitesse  maxima,  une  variation 
sensible  de  compression  des  ressorts  et  de  pression  des  roues  sur 
les  rails,  que  nos  formules  ci-dessus  permettent  de  calculer. 

Si  ces  courbes  de  raccordement  sont  courtes,  les  formules 
[29]  à  [33]  permettent  de  calculer  tous  les  éléments  de  l’oscil¬ 
lation. 

3°  A  présent,  on  cherche  avec  raison,  sur  certains  réseaux,  à 
employer  des  courbes  de  raccordement  longues,  même  sur  les 
lignes  existantes,  en  rectifiant  les  courbes,  sans  toutefois  sortir 
des  limites  des  terrains  appartenant  au  réseau.  Ce  que  nous 
appelons  courbes  de  raccordement  longues,  nous  le  répétons,  ce 
sont  celles  qui  donnent  au  véhicule  le  temps  de  faire  son  oscil¬ 
lation  de  roulis  complète,  aller  et  retour,  avec  amortissement 
par  les  frottements  avant  que  la  courbe  de  rayon  constant  soit 
atteinte;  si  la  durée  de  cette  oscillation  de  roulis  est  de  2/3  de 
seconde  pour  les  locomotives,  cela  correspond  à  une  durée  de 
4/3  de  seconde  ;  à  120  km  à  l’heure,  le  train  parcourt  34  m  par 

4 

seconde  ;  cela  fait  donc  g  X  34  =  45  m,  ou  50  m  en  nombres 

ronds.  Or,  on  établit  parfois,  nous  le  répétons,  des  courbes  de 
raccordement  de  50  m  de  longueur  et  au  delà  ;  c’est  facile 
puisque  les  alignements  droits  entre  deux  courbes  de  sens 
inverse  sont,  réglementairement,  de  100  m  sur  les  lignes  à 
grande  vitesse.  Pour  les  vitesses  plus  faibles  et  les  lignes  de 
faible  rayon,  un  calcul  analogue  montre  quelle  doit  être  la 
longueur  de  la  «  courbe  de  raccordement  longue  ».  La  limite 
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exacte  de  «  la  courbe  de  raccordement  longue  »  n’a,  du  reste, 
rien  d’absolu.  Mais  on  peut  établir  aussi  des  courbes  de  raccor¬ 
dement  longues,  même  en  cas  d’insuffisance  de  l’alignement 
droit  intermédiaire;  il  suffit  de  fàire  en  sorte  que  le  raccorde¬ 
ment  de  dévers  et  la  courbe  de  raccordement  mangent  sur  la 
courbe  de  rayon  constant  ;  on  peut  avoir  ainsi  des  raccordements 
aussi  doux  qu’on  le  veut  ;  mais  si  l’on  opère  en  terrain  limité,  on 
est  alors  souvent  obligé  de  réduire  le  rayon  de  la  courbe  circulaire ; 
nous  reviendrons  là-dessus  tout  à  l’heure. 

4°  Nous  signalerons  aussi  le  système  de  raccordement  de  M.  Hal- 
lade  (*),  qui  consiste,  entre  autres  choses,  en  ceci  :  M.  Hallade,  au 
lieu  de  donner  à  la  pente  du  surhaussement  une  valeur  constante, 
comme  dans  le  système  Nordling,  lui  donne  une  forme  de  dou¬ 
ane,  c’est-à-dire  une  courbe  verticale  dont  le  rayon  décroît 
d’abord  de  l’infini  jusqu’à  un  minimum,  puis  croît  lentement 
jusqu’à  l’infini.  Puis  sa  courbe  de  raccordement  horizontale  est 
calculée  en  fonction  de  cette  courbe  ou  doucine  par  une  méthode 
un  peu  analogue  à  celle  de  Nordling;  de  plus,  M. Hallade  emploie 
de  préférence  des  courbes  de  raccordement  longues.  Il  y  a  là  un 
nouveau  progrès,  car  M.  Hallade  évite  aussi  l’oscillation  de  roulis 
due  à  l’entrée  brusque  dans  la  pente  du  surhaussement  ;  on  peut 
même  dire  que  le  système  de  M.  Hallage  évite  aussi  toutes  les 
oscillations  d’entrée  en  courbe  et  de  sortie,  à  savoir  : 

a)  Oscillations  de  roulis  d’entrée  en  courbe  et  sortie; 

b)  Oscillations  de  lacet  d’entrée  en  courbe  et  sortie  ; 

c)  Oscillations  d’entrée  dans  la  pente  du  surhaussement  et 
sortie.  Mais,  nous  le  répétons,  il  peut  en  résulter  une  diminution 
du  rayon  de  la  courbe  de  rayon  constant,  si  l’on  rectifie  les 
courbes  d’une  ligne  existante. 

5°  Enfin,  nous  signalerons  les  très  intéressants  travaux  de 
M.  Le  Fort,  qui  se  prêtent  à  l’étude  de  tous  les  systèmes  de 
raccordements,  en  simplifiant  beaucoup  les  problèmes  com¬ 
plexes  qui  se  posent,  en  pratique,  pour  établir  ces  sortes  de 
tracés  ou  rectifier  les  tracés  vicieux  existants  (**). 

Voilà  donc  comment  l’on  établit,  sur  certains  réseaux,  des 
courbes  de  raccordement  «  longues  ».  Avec  ces  courbes,  quelles 

(*)  Voir  les  travaux  de  M.  Hallade,  Ingénieur  principal  de  la  Compagnie  de  l’Est,  sur 
une  nouvelle  méthode  de  raccordement  des  courbes.  ( Revue  générale  des  Chemins  de  fer , 
avril  1908  et  avril  1910). 

(**)  Voir  le  mémoire  de  notre  collègue  M.  Le  Fort,  Ingénieur  de  la  voie  de  la  Com¬ 
pagnie  du  Nord,  sur  une  nouvelle  méthode  de  tracé  des  courbes  de  raccordement. 
(Mémoire  de  la  Société  des  Ingénieurs  Civils  de  mai  1910.) 
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formules  allons-nous  appliquer?  Ce  sont,  naturellement,  les 
formules  [6],  [7],  [8],  [9],  [10],  dans  lesquelles  r  est  le  rayon  de 
la  courbe  de  rayon  constant  ou  rayon  minimum  de  la  courbe 
entière  et  a  l’angle  du  dévers  minimum  à  l’endroit  où  existe  ce 
rayon  r. 

On  voit  de  suite  qu’il  en  résulte  des  vitesses  limites  beaucoup 
plus  élevées  à  égalité  de  rayon.  Mais,  comme  nous  avons  vu  que 
tout  système  de  courbes  de  raccordement  longues  aboutit  sou¬ 
vent  à  la  diminution  du  rayon  minimum  quand  on  opère  en 
terrain  limité,  il  est  certain  que  l’avantage  sera  alors  de  beaucoup 
diminué.  Si  l’on  n’opère  pas  en  terrain  limité,  c’est-à-dire  sur 
une  ligne  existante,  les  courbes  de  raccordement  longues  n’en¬ 
traînent  pas,  en  générai,  une  aussi  grande  diminution  du  rayon 
minimum,  de  sorte  que  les  courbes  de  raccordement  longues 
seront  encore  plus  avantageuses.  On  trouvera  plus  loin,  para¬ 
graphes  16  et  21,  des  applications  numériques  qui  préciseront 
les  idées. 


§11.  Équilibre  du  poids  suspendu  a  l’état  statique 

AVEC  UN  FORT  DEVERS. 

Avant  de  passer  aux  applications  pratiques,  nous  allons 
d’abord  résoudre  un  problème  nouveau  important  : 

Quand  un  véhicule  repose ,  à  l'état  statique ,  sur  une  voie  ayant  un 
angle  de  dévers  a,  quelles  seront  la  variation  de  compression  de  ses 
ressorts  et  l'inclinaison  de  la  caisse? 

Nous  savons  déjà  que,  s’il  n’y  a  pas  de  dévers,  l’équilibre  de 
la  caisse  est  instable  si  l’on  a  : 

m2  —  an  <<  0  ou 

a{  est  ce  que  nous  avons  appelé  la 
reuse  ». 

Gela  ressort,  du  reste,  de  toutes  les  formules  ci-dessus. 
Passons  au  cas  où  il  existe  un  angle  de  dévers  a. 

Soit  AB  (fig.  5)  la  position  normale  de  la  caisse  sans  aucun 
dévers;  A  et  B  sont  les  points  d’application  des  ressorts  sur  la 
caisse;  M  et  N  les  points  d’application  de  ces  ressorts  sur  les 
boîtes  à  huile.  Supposons  d’abord  que  l’on  ait  exactement  : 


.  mL 

«  flexion  statique  dange- 


m2  —  an  r-  0 
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et  que  la  caisse  prenne  un  mouvement  de  roulis  pour  une 
cause  étrangère. 

Alors,  représentons  (fig.  6)  par  OG  la  courbe  des  moments 
de  Pj,  poids  suspendu  de  la  caisse  par  rapport  au  centre  d’oscil¬ 
lations;  les  abscisses  représentent  les  angles  d’inclinaison  de  la 
caisse  et  les  ordonnées  les  moments. 

On  voit  que  OG  représente  aussi  la  courbe  résultante  des 
moments  des  ressorts,  puisque  nous  avons  supposé  m2  —  an  égal 
à  zéro  et  que  nous  supposons  qu’il  n’y  a  pas  de  dévers;  la  base 
d’appui  des  ressorts  est  MN  horizontale.  Maintenant,  inclinons  la 
base  MN  jusqu’en  M'N'  en  la  faisant  tourner  autour  du  centre 
d’oscillation,  c’est-à-dire  supposons  qu’on  introduise  le  dévers  a 
et  voyons  ce  qui  va  se  passer. 


Considérons  la  position  A'B'  de  la  caisse  parallèle  à  M'N'  (fig.  5). 
J’ai  un  moment  résultant  nul  OE  (fig.  6)  des  ressorts,  mais  j’ai 
déjà  un  moment  EF  du  poids.  La  courbe  résultante  de  compres¬ 
sion  des  ressorts  sera  une  droite  ED  qu’il  s’agit  de  déterminer  ; 
nous  connaissons  son  origine  E  ;  d’autre  part,  elle  est  parallèle 
a  OG  puisque  rien  n’est  changé  dans  la  loi  de  variation  de  cette 
courbe  résultante  de  compression  des  ressorts. 

Donc,  les  lignes  ED  et  OG  ne  se  rejoindront  jamais,  de  sorte 
que  l’équilibre  est  instable,  ce  qui  était  déjà  établi  dans  le  cas 
du  dévers  nul. 

Maintenant,  imaginons  que  l’on  double  l’inclinaison  de  la  droite 
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OD,  ce  qui  revient  à  dire  que  l’on  remplace  la  flexion  statique  a 

des  ressorts  par  |  (ressorts  deux  fois  plus  raides);  alors  les  deux 

lignes  se  rejoignent  en  un  point  H  tel  que  OE  =  EH',  c’est-à-dire 
quand  l’angle  (3  d’inclinaison  de  la  caisse  par  rapport  aux  roues 
sera  égal  à  l’angle  a  du  dévers. 

On  est  parfois  obligé  de  se  limiter  à  un  chiffre  inférieur  à  la 
moitié  de  la  «  flexion  statique  dangereuse  »,  comme  on  peut  le 


Rsr-6 


voir  en  faisant  diverses  applications  de  cette  méthode  graphique 
nouvelle.  Si,  par  exemple,  on  remplace  a  par  l’équilibre  se 

fera  pour  un  angle  g  égal  à  la  moitié  de  l’angle  du  dé  vers. 

Dans  ce  problème,  nous  avons  supposé  que  la  longueur  n,  ou 
altitude  du  centre  de  gravité  du  poids  suspendu  au-dessus  du 
centre  d’oscillations  était  constante;  en  réalité,  elle  varie  légère¬ 
ment  quand  le  dévers  est  fort,  car  alors  la  composante  de  la 
pesanteur  normale  à  la  voie  est  inférieure  au  poids  ;  les  ressorts 
sont  un  peu  déchargés  ;  il  est  facile  d’en  tenir  compte  approxi¬ 
mativement. 

§  12.  Effort  latéral  dû  a  la  traction  en  courbe. 

Lorsque  les  véhicules  sont  très  longs  et  qu’ils  circulent  en 
courbe  de  faible  rayon,  l’effort  de  traction  des  attelages  donne 
lieu  à  une  composante  ou  réaction  latérale  des  rails  sur  les 
roues,  qui  n’est  pas  négligeable. 
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Soient  AB,  BG,  GH  trois  véhicules  inscrits  dans  une  courbe  de 
rayon  r  (fîg.  7);  les  points  B  et  G  sont  les  centres  des  attelages. 

Soit  0  l’effort  de  traction  GE  qui  est  dirigé  suivant  la  tangente 
au  cercle;  sa  composante  latérale,  perpendiculaire  à  BG,  est 
©  sin  y  ;  comme  il  y  en  a  une  autre  pareille  en  B,  il  en  résulte 
que  le  véhicule  est  soumis  à  l’effet  latéral  2©  sin  y. 

Évaluons  sin  y. 

L’angle  y  est  égal  à  l’angle  au  centre  y',  qui  a  pour  tangente  : 


(en  appelant  d  la  longueur  BG  du  véhicule  entre  les  centres  des 
attelages  et  r  le  rayon  de  la  courbe). 


Fi^.7 


Gomme  l’angle  est  petit,  on  peut  confondre  son  sinus  avec  sa 
tangente,  et  l’on  a  : 

S  =  2©|-  =  ©  . 

2r  r 

Si  l’on  fait  d  =  20  m  et  r  300  m,  on  en  déduit  : 

s^0x3|=ex  0,066. 

Mais  il  faut  observer  que  cette  question  n’a  d’intérêt  que  pour 
les  très  faibles  vitesses,  et  les  petits  rayons  pour  lesquelles  il 
existe  déjà  une  réaction  latérale  due  au  dévers,  non  compensée 
par  la  force  centrifuge,  et  surtout  pour  les  trains  de  marchan¬ 
dises,  pour  lesquels  0  est  considérable. 
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§  13.  Déraillements  en  courbe. 

Les  déraillements  en  courbe  se  font-ils  dans  les  mêmes  condi¬ 
tions  qu’en  alignement  droit?  Il  faut  distinguer  : 

1°  Le  déraillement  du  côté  extérieur  de  la  courbe ,  à  l’entrée  en 
courbe  ou  en  courbe,  se  fait  dans  les  conditions  que  nous  avons 
étudiées  dans  notre  «  Théorie  des  déraillements  »,  c’est-à-dire 
F 

quand  le  rapport  g  (*)  est  trop  élevé  (F  effort  latéral  de  la  roue 

sur  le  rail  et  II  effort  vertical,  en  tenant  compte  des  forces 
d’inertie).  Ajoutons  que  si,  en  courbe,  la  valeur  de  F  est  consi¬ 
dérable,  en  revanche  Et  est  augmentée  dans  la  proportion  que 
nos  formules  ci-dessus  permettent  de  calculer  aisément;  c’est, 
du  reste,  fort  heureux,  car  cela  diminue  d’autant  l’influence 
nuisible  de  F  au  point  de  vue  du  déraillement; 

2°  Le  déraillement  peut-il  se  faire  du  côté  intérieur  de  la  courbe , 

F 

toujours  par  suite  de  la  trop  grande  valeur  du  rapport  —  ?  C’est, 

heureusement,  presque  impossible  pour  les  grandes  vitesses,  et 
voici  pourquoi  :  on  a  vu,  dans  notre  étude  sur  «  les  oscillations 
de  lacet  »  (§  6),  que  le  travail  perturbateur  maximum  qui  occa¬ 
sionne  cette  oscillation  est  égal  à 

P.  ?  .  s 

(P  poids  du  véhicule,  <p  coefficient  de  frottement  latéral,  s  jeu 
de  la  voie). 

L’effort  qui  occasionne  ce  travail  est  P<p;  or,  en  courbe  P<p  est 
diminué  de  la  valeur  d>  (force  centrifuge)  moins  la  composante 
de  la  pesanteur  due  au  dévers;  à  l’entrée  en  courbe  brutale, 
c’est  même  2d>  au  lieu  de  <ï>  ;  donc,  de  deux  choses  l’une  : 

a)  Ou  la  vitesse  est  considérable,  la  force  centrifuge  est  peu 
compensée  par  le  dévers  et  alors  l’oscillation  de  lacet  est  forte¬ 
ment  diminuée  pour  le  motif  indiqué  ci-dessus  ;  alors  le  véhicule 
aura  une  tendance  à  avoir  ses  boudins  collés  latéralement  sur 
le  rail  extérieur  et  il  n’y  aura  pas  d’action  latérale  sur  le  rail 
intérieur  ; 

b)  Ou  la  vitesse  est  faible,  l’oscillation  de  lacet  pourra  se  faire 

(*)  Nous  employons  ici  la  notation  II  au  lieu  de  P  pour  ne  pas  confondre  avec  le  poids 
du  véhicule. 
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comme  d’habitude  ;  mais  alors  la  vitesse  faible  ne  donnera  pas 
de  forte  action  latérale  due  à  la  force  centrifuge  ;  on  est  à  peu 
près  dans  le  cas  de  l’alignement  droit.  Ces  considérations  se 
vérifient  dans  la  pratique,  où  l’on  constate  que  la  tendance  au 
mouvement  de  lacet  est  très  diminuée  dans  les  courbes  aux  très 
grandes  vitesses  ; 

c)  Mais  le  déraillement  peut  se  faire  autrement  du  côté  intérieur 
de  la  courbe ,  dans  la  courbe  et  surtout  à  l’entrée  ou  sortie. 

En  effet,  si  les  roues  du  côté  intérieur  sont  complètement 
déchargées,  par  suite  d’une  très  grande  force  centrifuge,  et  si  ces 
roues  se  soulèvent  même  un  peu,  il  est  possible  que  ces  roues, 
ou  l’une  d’elles,  retombent  en  dehors  du  rail  intérieur  ;  en  effet, 
le  véhicule  a  une  tendance  à  être  chassé  vers  l’intérieur  dans  le 
retour  de  l’oscillation  d’entrée  en  courbe,  par  suite  de  l’élas¬ 
ticité  des  ressorts  et  du  rail  extérieur  ;  voilà  comment  peut  se 
faire  le  déraillement  du  côté  intérieur,  à  l’entrée  en  courbe. 
Mais  il  faut,  pour  cela,  qu’il  y  ait  un  énorme  excès  de  vitesse  ou 
que  le  rayon  de  la  courbe  soit  localement  très  diminué  par  une 
déformation  accidentelle  de  la  voie,  par  exemple,  car  il  faut  que 
la  valeur  de  A  des  formules  ci-dessus  tombe  à  0. 

Le  véhicule  pourra-t-il  verser  du  côté  extérieur?  Ce  n’est  pas 
impossible,  mais  nous  ne  pensons  pas  qu’on  ait  jamais  signalé 
d’exemple  de  versement  sans  déraillement  préalable;  cepen¬ 
dant,  dans  le  cas  d’un  tramway  automoteur  emballé  sur  une 
pente  avec  courbes  de  très  petit  rayon,  il  est  hors  de  doute  que 
le  fait  peut  se  produire. 

Pour  nous  résumer,  on  voit  que  le  déraillement  en  courbe 
peut  se  faire  seulement  de  deux  façons  : 

1°  Ou  bien  le  déraillement  se  fait  du  côté  extérieur,  par  excès 
F 

du  rapport  —  ;  il  faut  donc  que  la  valeur  de  la  pression  n  de  la 

roue  sur  le  rail  ne  tombe  pas  trop  bas,  condition  que  les  Ingé¬ 
nieurs  de  chemins  de  fer  ont  toujours  cherché  à  réaliser; 

2°  Ou  bien  le  déraillement  se  fait  du  côté  intérieur  de  la 
courbe,  parce  que  la  roue  se  soulève  et  retombe  en  dehors  du 
raii  ;  mais  il  faut  pour  cela  que  la  pression  de  la  roue  sur  le  rail 
tombe  à  0  et  qu’il  y  ait  même  décollement. 

À  la  sortie  de  courbe,  naturellement,  tout  est  renversé. 

C’est  la  crainte  de  ce  deuxième  cas  de  déraillement  qui  limite 
la  vitesse  du  matériel  dans  les  courbes  et  qui  fait  l’objet  prin¬ 
cipal  du  présent  mémoire  ;  il  faut  observer,  cependant,  que  le 
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décollement  des  roues  peut  être  occasionné,  non  seulement  par 
la  force  centrifuge,  mais  par  son  association  avec  un  creux  de  la 
voie  au  moment  le  plus  critique  de  l’oscillation;  c’est  pourquoi 
nous  admettons  plus  loin  qu’il  faut  prendre  A  =  0,50  pour  les 
locomotives  et  A  =  0,75  pour  les  voitures,  chiffres  qui  laissent 
encore  assez  de  marge  pour  faire  la  part  des  dénivellations, 
comme  nous  le  montrerons. 


§  14.  Remarques  sur  le  Chapitre  III. 

Nous  avons  calculé  les  limites  de  vitesse  dans  le  cas  «  des 
courbes  de  raccordement  courtes  »  et  dans  le  cas  «  des  courbes 
de  raccordement  longues  »  ;  il  y  a  des  cas  intermédiaires  qu’il 
est  facile  d’étudier  en  prenant  des  résultats  intermédiaires  entre 
ceux  que  nous  avons  donnés. 

Signalons,  pour  terminer,  une  perturbation  qui  est  parfois 
importante.  Si  le  rayon  de  la  courbe  est  plus  petit  que  celui 
qui  correspond  à  la  conicité  des  bandages,  alors,  par  suite  de 
la  solidarité  des  roues  d’un  même  essieu,  les  roues  internes 
tendent  à  avancer  trop  vite  et  les  roues  externes  pas  assez;  il 
en  résulte  un  couple  perturbateur  qui  donne  lieu  à  la  réaction 
latérale  suivante  pour  les  véhicules  sans  bogies  : 

N  =  | .  P  .  ?  .  -  [33  6îs] 

(P,  poids  du  véhicule;  <p,  coefficient  de  frottement  des  roues 
sur  les  rails;  6,  écartement  des  rails;  c,  empattement.) 

Cette  réaction  s’exerce  par  l’essieu  d’avant  du  véhicule  sur  le 
rail  externe  et  par  celui  d’arrière  sur  le  rail  interne  de  la 
courbe. 

Pour  les  locomotives  à  bogie,  cette  formule  donne  :  1°  Pour 
les  deux  essieux  du  bogie,  une  réaction  latérale  sur  le  rail 
évaluée  d’après  la  formule  en  prenant  pour  P  le  poids  de  la 
locomotive  moins  la  charge  du  bogie,  et  pour  c  la  distance  du 
centre  du  bogie  à  l’essieu  arrière  de  la  locomotive;  2°  Pour 
l’essieu  d’avant  du  bogie  une  réaction  latérale  calculée  d’après 
la  formule  appliquée  au  bogie  seul  ;  3°  Enfin  des  réactions  laté¬ 
rales  opposées  exercées  par  l’essieu  arrière  de  la  locomotive  et 
par  celui  du  bogie. 


DEUXIÈME  PARTIE 


APPLICATIONS 


Chapitre  Ier. 


Applications  aux  locomotives. 

§  15.  Établissement  du  premier  tableau. 


Le  premier  tableau  ci-après  (page  64)  donne  le  résumé  des  appli¬ 
cations  pratiques  des  formules  [26]  à  [30]  ci-dessus,  au  cas  des 
locomotives  modernes,  à  centre  de  gravité  très  élevé,  et  à  res¬ 
sorts  intérieurs.  Nous  supposons  ce  centre  de  gravité  aussi  élevé 
que  le  comporte  le  gabarit  français  des  tunnels. 

Ce  tableau  donne  les  limites  de  vitesse  correspondant  à 
diverses  valeurs  de  la  flexion  statique  des  ressorts  et  à  divers 
rayons  de  courbure  de  la  voie;  nous  avons  supposé  que  le  dé- 

1 

vers  de  la  voie,  à  l’entrée  en  courbe  était  égal  à  g  du  dévers 

théorique  avec  courbes  de  raccordement  courtes. 

1°  Les  vitesses  limites  sont  calculées  par  la  formule  [31]  ou  : 


v  — 


àpgr 

p.i 

 +  p, 

'1,25 (k  +  n)  +  h2  - 

3^  +  1,25a 

r _ 2!_i 

[_m2  —  an  J 

[34] 


Les  notations  sont  les  suivantes  : 

p  est  le  ^  écartement  des  rails  =  0,75  m; 

Z 

g  =  9,81  ; 

r  est  le  rayon  de  la  courbe; 

P 

est  le  rapport  du  poids  suspendu  au  poids  non  suspendu 

*  4 
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k  est  l’altitude  du  centre  d’oscillations  au-dessus  des  rails 

=  1,100  m; 

n  est  l’altitude  du  centre  de  gravité  du  poids  suspendu  au-des¬ 
sus  du  centre  d’oscillations  =  0,900  m,  ou  2  m  au-dessus  des 
rails  (cela  revient  à  supposer  que  l’axe  du  corps  cylindrique  de 
la  chaudière  est  à  3  m  au-dessus  des  rails,  ce  qui  est  énorme); 

h2  est  l’altitude  du  centre  de  gravité  du  poids  non  suspendu 
au-dessus  des  rails  =  1  m  avec  des  roues  de  2  m; 

1 

m  est  le  -  écartement  des  ressorts  ==  0,60  m. 

Zi 

On  a  v  —  0  pour  m2  —  an  =  0,  ou  : 

a-—-=  0,400  m  (flexion  statique  dangereuse). 

Nous  remarquerons  que  les  diverses  lignes  horizontales  du 
tableau  représentent  des  vitesses  proportionnelles  à  la  racine 
carrée  du  rayon  de  la  courbe,  comme  le  montre  la  formule  [34] 
ci-dessus. 

Dans  les  calculs,  nous  avons  supposé  que  A  ou  déchargement 
proportionnel  maximum  des  roues  déchargées  sur  le  rail  était 
égal  à  0,30. 

Dans  le  bas  du  tableau  nous  avons  ajouté  les  indications  sui¬ 
vantes,  pour  chaque  colonne  verticale  : 

<f> 

J°  La  valeur  de  p  est  la  tangente  de  l’angle  du  dévers  théorique 

qu’il  faudrait  donner  à  la  voie,  dans  la  courbe  de  rayon  consi¬ 
déré,  pour  que  la  résultante  de  la  pesanteur  et  de  la  force  cen¬ 
trifuge  fût  normale  à  la  voie;  c’est  le  rapport  de  la  force  centri¬ 
fuge  au  poids  ou  encore  le  rapport—. 

On  voit  que  ce  rapport  est  constant  pour  une  même  colonne 
verticale,  puisque  dans  la  formule  [34]  v2  est  proportionnel  à  gr. 

On  voit  combien  le  dévers  théorique  est  supérieur  au  dévers 
réel,  pour  les  très  grandes  vitesses,  et  nous  avons  expliqué  les 
motifs  de  la  faiblesse  du  dévers  réel.  Mais  pour  des  lignes  spé¬ 
ciales  à  très  grande  vitesse,  peut-être  serait-on  amené  à  adopter 
des  dévers  élevés,  comme  nous  l’avons  dit. 

S 

2°  p  est  le  rapport  de  la  réaction  latérale  maxima  due  au  roulis 


d’entrée  en  courbe  au  poids  donné  par  la  formule  [26]  ou  : 


ou 


S  =  d>2  +  1,12$, 

S  _  <ï>2  +  1,12^ 
P  ~  P 


(<ï>2  et  d>1  étant  les  forces  centrifuges  des  poids  non  suspendu 
et  suspendu  correspondant  au  rayon  r). 

g 

rj  est  sensiblement  constant  pour  chaque  colonne  verticale. 


La  réaction  latérale  a,  comme  nous  l’avons  vu,  une  grande 
importance,  car  c’est  sa  grandeur,  combinée  avec  la  faiblesse 
de  la  réaction  verticale,  qui  produit  souvent  le  déraillement. 

On  remarquera  que  les  chiffres  du  centre  du  tableau  sont 
imprimés  en  caractères  gras  et  droits,  les  autres  étant  en  carac¬ 
tères  maigres  et  penchés. 

Les  premiers  sont  des  vitesses  limites  qu’on  peut  réellement 
atteindre,  avec  une  bonne  voie  et  une  bonne  locomotive  mo¬ 
derne  dans  les  conditions  ci-dessus. 

Les  chiffres  maigres  et  penchés  indiquent  les  résultats  des 
mêmes  calculs;  mais,  pour  ces  derniers,  il  y  a  d’autres  causes 
de  limitation  de  la  vitesse  qui  font  que  les  vitesses  inscrites  ne 
peuvent  pas,  en  général,  être  atteintes  sans  danger;  ces  causes 
sont  les  suivantes  : 

1°  Pour  les  vitesses  au-dessus  de  130  km  à  l’heure  les  loco¬ 
motives  à  vapeur  n’auraient  pas  la  force  de  tirer  les  trains;  en 
cas  de  traction  électrique  il  y  aurait,  dans  l'état  actuel  des  voies, 
une  limitation  de  la  vitesse  tenant  à  ce  que  les  appareils  de 
voie  ne  sont  pas  faits  pour  des  vitesses  pareilles;  il  y  aurait  des 
chocs  violents  des  roues  sur  les  aspérités  des  appareils  de  la  voie, 
pouvant  entraîner  des  déraillements  ou  des  ruptures;  les  essais 
qui  ont  été  faits  sur  des  locomotives  à  140  km  et  même  à  200  km 
à  l’heure  ont  eu  lieu  en  pleine  voie,  en  dehors  de  ces  appareils. 

Il  sera  possible,  du  reste,  de  perfectionner  ces  appareils  quand 
on  atteindra  en  pratique  les  très  grandes  vitesses  supérieures  à 
120  km  à  l’heure; 

2°  Pour  les  colonnes  verticales  à  droite  de  a  —  0,100  m  les 
vitesses  limites  sont  très  restreintes,  ce  qui  montre  qu’il  ne  faut 
jamais  donner  plus  de  0,100  à  la  flexion  statique  des  ressorts  de 


locomotives  à  centre  de  gravité  très  élevé  et  à  ressorts  inté¬ 
rieurs  (avec  des  ressorts  extérieurs  on  pourrait  aller  un  peu  au 
delà,  mais  pas  beaucoup,  comme  il  est  facile  de  le  voir  en  appli¬ 
quant  les  mêmes  calculs  à  ce  cas); 

3°  Pour  les  lignes  horizontales  du  tableau  au-dessous  de 
r  =  400  m  il  y  a  une  autre  cause  de  limitation  de  vitesse;  elle 
tient  à  ce  que,  dans  ces  lignes,  on  utilise  de  vieilles  machines 
sans  bogies,  qui  sont  plus  sujettes  aux  déraillements  que  les 
machines  à  bogies,  comme  nous  l’avons  montré  dans  notre  Théo¬ 
rie  des  déraillements  ;  cela  tient  aussi  à  ce  que  ces  vieilles  machines 
ont  souvent  des  ressorts  trop  peu  flexibles,  ce  qui  donne  de 
grandes  variations  de  charge  des  ressorts  d’avant,  comme  nous 
l’avons  montré  dans  nos  mémoires  sur  les  Dénivellations  de  la 
voie ;  cela  tient  enfin  à  ce  que,  avec  les  faibles  rayons  et  les 
faibles  vitesses,  les  réactions  latérales  dues  au  «  choc  du  bou¬ 
din  à  l’entrée  en  courbe  »  ou  «  lacet  d’entrée  en  courbe  »  attei¬ 
gnent  une  valeur  considérable  (voir  notre  mémoire  sur  Les 
grandes  vitesses  des  chemins  de  fer,  §  13); 

4°  Enfin,  pour  la  colonne  a  =  0,025  m  les  ressorts  sont  trop 
raides;  il  y  a  de  fortes  variations  de  compression  des  ressorts 
dans  les  dénivellations  qui  imposent  à  la  vitesse  des  limites 
plus  basses  que  celles  de  cette  colonne,  surtout  si  la  machine 
n’est  pas  munie  de  balanciers.  Nous  ferons  remarquer,  du  reste, 
que  ces  limites  de  vitesse  plus  réduites  peuvent  se  calculer 
aisément  d’après  nos  mémoires  précités;  mais  les  limites  dépen¬ 
dent,  chaque  fois,  du  type  de  la  locomotive  considérée. 

Par  contre,  on  pourra  nous  citer  des  cas  où  des  locomotives 
ont  circulé  sans  dérailler  à  des  vitesses  supérieures  à  celles 
du  premier  tableau  ;  c’est  parfaitement  possible,  mais  alors 
A  est  tombé  au-dessous  de  0,50  ou  bien  le  centre  de  gravité 
était  plus  bas,  ou,  enfin,  il  y  avait  des  courbes  de  raccorde¬ 
ment  longues. 

Il  est  facile  de  calculer  les  variations  de  compression  des  res¬ 
sorts  et  de  pression  des  roues  sur  les  rails  dans  la  courbe  finale 
de  rayon  constant  au  moyen  des  formules  [6]  à  [10]  en  tenant 
compte  du  dévers. 

Avant  de  quitter  le  premier  tableau,  nous  ferons  observer  que 
ce  tableau  suppose  que  tous  les  ressorts  de  suspension  contri¬ 
buent  à  redresser  la  locomotive  quand  elle  s’incline  sous  l’effet 
de  la  force  centrifuge  ;  en  d’autres  termes  nous  supposons  que 


V 
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la  machine  n’ait  pas  du  tout  de  balanciers  transversaux,  ni  de 
bogie  à  pivot  sphérique,  ni  de  bogie  à  biellettes  qui  reposent  sur 
un  disque  étroit  pouvant  s’incliner  et  faisant  un  peu  l’office  de 
bogiè  à  pivot  sphérique. 

Maintenant,  si  le  cas  se  produit,  supposons  qu’il  y  ait  une 
fraction  d  du  poids  de  la  machine  reposant  sur  des  essieux  de 
cette  sorte;  on  aura  alors  : 

1°  Une  fraction  (1  —  d)  du  poids  reposant  sur  des  ressorts 
contribuant  au  redressement;  2°  une  fraction  d  du  poids  ne  con~ 
tribuant  pas  à  ce  redressement. 

Dans  ce  cas,  le  premier  tableau  s’applique,  mais  alors  la  flexion 
statique  des  ressorts  de  la  locomotive  doit  être  multipliée  par 
1 

1 — — a^anf  d’appliquer  le  tableau;  c’est  comme  si  l’on  avait 

des  ressorts  plus  flexibles  au  point  de  vue  du  roulis. 

Si  cq  est  la  flexion  statique  réelle  des  ressorts,  on  a  donc  : 


et  c’est  le  chiffre  a  qui  doit  être  pris  en  considération  dans  le 
premier  tableau. 

Si  les  divers  ressorts  de  la  locomotive  ont  des  flexions  stati¬ 
ques  différentes,  on  prendra  pour  eq  leur  moyenne  géométrique, 
en  tenant  compte  de  leurs  charges. 


§  16.  Application  au  cas  des  courbes  de  raccordement  longues. 

Gomme  nous  l’avons  dit  au  paragraphe  10,  l’application  au  cas 
des  courbes  de  raccordement  longues  se  fera  en  appliquant 
simplement  nos  formules  [6]  à  [10]  ci-dessus  relatives  aux 
courbes  de  rayon  constant,  dans  lesquelles  r  est  le  rayon  mini¬ 
mum  de  la  courbe  considérée  et  a  l’angle  du  dévers  à  l’endroit 
où  existe  ce  rayon  r. 

En  conservant  les  autres  données  du  premier  tableau  on  éta¬ 
blit  le  tableau  suivant  :  toujours  avec  A  =  0,50;  nous  choisis- 

q>  ,  ,  v2 

sons  la  valeur  a  ==  0,05,  chiffre  moyen;  p  est  égal  à  —  ;  8  et  tg$ 

(J  i 

sont  donnés  par  les  formules  [7]  et  [6]. 
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RAYONS 

SURIIAUSSE- 

MENTS 

TANGENTES 
de  l’angle 
du  devers 

VITESSES 

limites 

$ 

P 

S 

P 

6 

1,500 

0,075  m 

0,05 

216 

0,25 

0,20 

0,34 

0,03 

800 

0,075 

0,05 

159 

0,25 

0,20 

0,34 

0,03 

500 

0,075 

0,03 

125 

0,25 

0,20 

0,34 

0,03 

300 

0,150 

0,10 

104 

0,30 

0,20 

0,34 

0,03 

On  voit  que  ces  vitesses  limites  sont  beaucoup  plus  élevées 
que  celles  du  premier  tableau;  mais  si  l’on  observe  que  l’obli¬ 
gation  de  tracer  une  courbe  de  raccordement  longue,  en  ter¬ 
rain  limité,  abaissera  souvent  le  rayon  du  cercle  de  800  à  600  m 
par  exemple,  on  voit  que  l’avantage  de  la  courbe  de  raccorde¬ 
ment  longue,  par  rapport  à  la  courbe  de  raccordement  courte, 
n’est  pas  notable;  il  existe  cependant,  et  nous  préférons  de 
beaucoup  la  courbe  de  raccordement  longue  qui  supprime  toutes 
les  oscillations  d’entrée  en  courbe  et  qui  permettra  des  augmen¬ 
tations  de  vitesse  avec  un  matériel  moderne  approprié. 


17.  Comparaison  avec  la  pratique. 


On  trouve  dans  le  Bulletin  de  mars  1900  de  la  Commission  in¬ 
ternationale  du  Congrès  des  chemins  de  fer,  de  nombreux  et 
importants  renseignements  pratiques  et  des  conclusions  qui 
peuvent  servir  de  vérifications  pratiques  et  expérimentales  de 
tout  l’ensemble  de  nos  formules  et  calculs  pratiques  sur  les 
Oscillations  à  l'entrée  en  courbe  et  sortie  et  les  Dénivellations  de  la  voie. 

Le  Congrès,  ayant  voulu  élucider  la  question  de  la  grande 
flexibilité  des  ressorts  de  locomotives  et  celles  des  balanciers, 
adressa  un  questionnaire  détaillé  à  la  plupart  des  administrations 
de  chemins  de  fer  du  monde  entier;  il  y  fut  répondu  et  M.  Bas¬ 
sesse,  Ingénieur  principal  de  l’Etat  belge,  a  publié,  dans  le  Bul¬ 
letin  de  mai  1900,  un  rapport  remarquable  à  ce  sujet  intitulé  : 
Exposé  de  la  question  de  la  stabilité  des  essieux  des  locomotives. 

Le  troisième  et  le  quatrième  tableau  ci-après  sont  extraits  du 
rapport  de  M.  Dassesse  (sauf  les  troisième,  huitième  et  neuvième 
types)  (pages  65  et  66). 
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Toutes  les  colonnes  de  ces  tableaux  sont  extraites  du  rapport 
de  M.  Dassesse,  sauf  la  colonne  «  flexion  statique  »  que  nous 
avons  ajoutée  et  qui  est,  comme  dans  tous  nos  travaux,  le  pro¬ 
duit  de  la  flexiblité par  tonne  parla  charge  du  ressort,  en  tonnes; 
comme  nous  l’avons  dit,  la  «  flexion  statique  »  est  la  véritable 
mesure  de  douceur  d’une  suspension,  à  un  tel  point  qu’elle  per¬ 
met  de  comparer  la  douceur  de  suspension  d’une  locomotive 
avec  celle  d’une  bicyclette. 

Revenons  aux  deuxième  et  troisième  tableaux  et  interprétons- 
les  en  considérant  les  diverses  locomotives  mentionnées.  Nous  y 
voyons  qu’en  Angleterre  (voir  le  premier  et  le  deuxième  tableaux), 
les  flexions  statiques  sont  voisines  de  30  mm.  De  plus,  les  loco¬ 
motives  anglaises  n’ont  presque  jamais  de  balanciers.  On  trou¬ 
verait  les  mêmes  résultats  avec  à  peu  près  toutes  les  locomo¬ 
tives  anglaises,  sauf  pour  les  ressorts  hélicoïdaux  (non  compris 
dans  nos  tableaux)  pour  lesquels  les  Anglais  n’ont  pas  craint  de 
doubler  la  flexion  statique,  sans  doute  à  cause  du  bon  marché 
et  du  peu  d’encombrement  de  ces  ressorts.  On  évite,  du  reste, 
d’en  mettre  à  tous  les  essieux,  sans  doute  parce  que  leurs  frot¬ 
tements,  dus  seulement  au  frottement  des  boîtes  à  graisse  dans 
leurs  guidages,  sont  insuffisants  pour  empêcher  les  oscillations 
divergentes,  comme  le  montre  notre  condition  générale  de  con¬ 
vergence  h  <  2  fa  des  oscillations. 

D’autre  part,  en  Amérique  (voir  le  10°  du  troisième  tableau), 
on  trouve  parfois  des  flexions  statiques  de  55  à  73  mm,  et  un 
essai  de  ressorts  extra-flexibles  donnant  a  =  84  mm. 

De  plus,  en  Amérique,  quand  on  emploie  des  flexions  statiques 
un  peu  moindres,  on  a  toujours  recours  à  l’emploi  des  bogies  et 
des  balanciers,  de  sorte  que  les  locomotives  y  sont  en  résumé 
très  souples. 

Enfin,  en  Autriche  et  en  Suisse,  pays  intermédiaires  (2°  et  6°), 
on  trouve  40  à  50  de  flexion  statique. 

En  France,  nous  trouvons  pour  la  Compagnie  P.-L.-M.,  les  4° 
et  7°,  avec  49  à  66  mm  de  flexion  statique. 

Par  contre,  en  France,  nous  avons  de  nombreuses  locomotives 
du  type  1°  à  trois  essieux  utilisées  pour  trains  de  marchandises 
mixtes  dans  les  lignes  secondaires  et  n’ayant  que  0,25  de  flexion 
statique  des  ressorts;  c’est  trop  peu,  suivant  nous,  s’il  n’y  a  pas 
de  bogie  ni  de  balanciers;  aussi  les  fait-on  circuler  à  des  vi¬ 
tesses  faibles  et  c’est  très  raisonnable.  Nous  avons  aussi,  en 
France,  des  locomotives  du  8e  type  (un  bogie  et  trois  essieux  mo- 
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teurs)  type  ten-wheels,  n’ayant  que  25  à  30  mm  de  flexion  stati¬ 
que  aux  ressorts  de  bogie  ;  mais  les  deux  essieux  du  bogie  étant 
conjugués  par  des  appuis  latéraux  sphériques,  cela  équivaut  à 
50  ou  60  mm,  au  point  de  vue  des  dénivellations  courtes  ;  du  reste, 
le  plus  souvent,  ces  machines  ont  des  balanciers  reliant  les  trois 
essieux  moteurs,  ce  qui  fait  que  les  fortes  pentes  de  raccorde¬ 
ment  des  surhaussements  des  voies  ne  les  affectent  guère;  on 
pourrait,  du  reste,  remplacer  ces  balanciers  par  un  balancier 
transversal  à  l’essieu  d’arrière,  ou  par  un  bogie  à  pivot  sphé¬ 
rique,  mais  pas  les  deux  à  la  fois,  ce  qui  diminuerait  peut-être 
un  peu  trop  la  stabilité  en  travers;  c’est  à  vérifier  dans  chaque 
cas  au  moyen  de  nos  formules  ci-dessus  et  du  premier  tableau. 
Enfin  le  type  Pacific  du  9°  est  excellent.  Il  est  parfois  muni  d’un 
bogie  à  pivot  sphérique,  ou  à  biellettes,  ou  encore  de  balanciers 
reliant  tous  les  essieux  sauf  le  bogie,  ou  encore  d’un  balancier 
transversal  à  l’arrière,  toujours  en  vue  de  fortes  pentes  de  rac¬ 
cordement;  alors  on  pourra  abaisser  à  30  mm  la  flexion  statique 
du  dernier  essieu. 

Enfin  le  rapport  de  M.  Dassesse  rend  compte  des  essais  des 
diverses  administrations  sur  les  ressorts  extra-flexibles  dépas¬ 
sant  10  mm  de  flexibilité  par  tonne.  D’une  façon  générale,  on  a 
trouvé  que  ces  machines  à  ressorts  extra-flexibles  avaient  des 
réactions  très  douces,  mais  que  les  oscillations  de  roulis  en 
courbe  étaient  un  peu  fortes;  sur  nos  tableaux  nous  trouvons  ces 
essais  au  5°  et  au  11°,  qui  correspondent  à  des  flexions  statiques  de 
110  et  de  84  mm.  Le  5°  (État  belge)  n’a  pas  donné  de  fortes 
oscillations  de  roulis  en  courbe,  et  c’est  d’accord  avec  nos  for¬ 
mules,  car,  par  exception,  ce  type  avait  des  ressorts  extérieurs 
qui  donnaient  une  grande  valeur  à  m  dans  notre  formule  [25]. 

En  résumé,  nous  trouvons  là  encore  de  remarquables  vérifica¬ 
tions  des  calculs  du  présent  mémoire  et  de  l’ensemble  de  nos 
théories  sur  les  «  oscillations  à  l’entrée  en  courbe  »  et  les  «  os¬ 
cillations  dues  aux  dénivellations  de  la  voie  ». 

D’après  notre  premier  tableau,  c’est,  en  effet,  au  delà  de 
100  mm  de  flexion  statique  que  les  vitesses  limites  commencent 
à  baisser  sensiblement;  c’est  d’accord  avec  les  conclusions  de 
M.  Dassesse. 

Il  n’est  pas  étonnant  que  ces  théories  soient  reconnues  justes, 
ayant  une  base  purement  rationnelle;  mais  comme  nous  avons 
souvent  fait  des  hypothèses  légèrement  pessimistes,  il  est  impor¬ 
tant  de  vérifier  fréquemment  que  les  résultats  ne  sont  guère 
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plus  pessimistes  que  ceux  qu’on  rencontre  parfois  dans  la  pra¬ 
tique  ;  c’est  pour  cela  que  nous  avons  donné  aussi  souvent  de 
nombreuses  vérifications  pratiques  et  expérimentales. 


§  18.  Remarques. 

En  nous  reportant  au  tableau  du  paragraphe  16,  on  voit  que 
la  variation  proportionnelle  o  de  compression  des  ressorts  est 
très  inférieure  à  la  variation  proportionnelle  A  de  pression  des 
roues  sur  le  rail,  aussi  bien  pour  les  voitures  que  pour  les  loco¬ 
motives;  c’est  fort  heureux,  car  les  ressorts  ne  sont  pas  montés 
de  façon  à  pouvoir  transmettre  des  efforts  négatifs.  On  verra, 
paragraphe  21,  qu’il  en  est  de  même  pour  les  voitures. 

Nous  ferons  remarquer,  en  terminant,  que  toutes  nos  formules 
permettent  de  calculer  «  la  flexion  disponible  »  qu’il  faut  laisser 
au-dessus  des  boites  à  huile  pour  permettre  le  libre  jeu  des 
ressorts  dans  les  oscillations  les  plus  fortes  qui  puissent  se  pré¬ 
senter. 


Chapitre  II. 

Applications  aux  voitures. 


§  19.  Modification  des  formules. 

Reprenons  les  formules  [31]  et  [32]. 

La  formule  [31]  est  la  même,  avec  une  légère  modification  ; 
les  voitures  qui  ont  des  menottes  à  anneaux  comme  mode  d’at¬ 
tache  des  ressorts  ont  un  petit  déplacement  latéral  de  la  caisse 
dû  au  jeu  de  ces  menottes;  de  même  pour  le  déplacement  des 
traverses  danseuses  des  voitures  à  bogies  (fig.  8). 

Appelons  e  ce  jeu  latéral  de  part  et  d’autre  de  la  position  mé¬ 
diane. 

La  formule  [31]  s’applique  en  remplaçant  p  parp  —  £  et  m  par 
m  —  e;  c’est  une  hypothèse  un  peu  pessimiste,  car,  en  opérant 
ainsi,  on  évalue  exactement  le  moment  d’un  des  ressorts  et  on 
diminue  un  peu  le  moment  du  ressort  opposé. 
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On  a  donc  la  formule  : 


v  — 


V. 


A(p  —  e)gr 

~l  + 

p.l 
P, J 

1,25  (k  +  n)+h2  &  +  1,25a 

r  "2  i 

|_(m  —  e)2  —  an  J 

[36] 


La  formule  [32]  n’est  pas  modifiée. 


§  20.  Établissement  du  quatrième  tableau. 

Le  quatrième  tableau  (page  67)  est  relatif  aux  voitures  mo¬ 
dernes  à  centre  de  gravité  très  élevé,  qu’elles  soient  à  deux  ou 


Fi^.8 


à  trois  essieux  ou  à  bogies,  peu  importe.  Ici  encore,  nous  sup¬ 
posons  le  centre  de  gravité  aussi  élevé  que  le  comporte  le 
gabarit  français  des  tunnels. 

Nous  avons  adopté  les  données  suivantes  pour  établir  ce  ta¬ 
bleau. 

P 

0,25  (moyenne  des  cas  des  voitures  à  deux  ou  trois 

■M 

essieux  ou  à  bogies). 
k  =  0,600  m; 

n  =  1,230  m  (cela  met  l’altitude  du  centre  de  gravité  du  poids 
suspendu  à  1,85  m  au-dessus  des  rails)  ; 
h9  =  0,500  m  (roues  de  1  m)  ; 

'p  —  0,750  m  ; 
m  =  1  m  ; 

£  =  0,040  m. 
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Pour  A  nous  avons  adopté  la  valeur  de  0,75  ;  en  effet,  comme 
ici  les  flexions  statiques  sont  énormément  plus  grandes  que  pour 
les  locomotives,  les  dénivellations  n’augmentent  que  fort  peu 
les  variations  de  compression  des  ressorts,  dues  aux  dénivella¬ 
tions,  et  celles  qui  sont  dues  à  la  pente  du  surhaussement;  donc 
en  adoptant  A  =  0,75  nous  sommes  aussi  prudent  qu’en  adop¬ 
tant  A  =  0,50  pour  les  locomotives,  comme  des  applications 
nratiques  de  nos  formules  peuvent  aisément  le  montrer. 

On  a  v  —  0  pour  m2  —  an  =  0  ou  pour  : 

YYl2 

a  =  —  =  0,77  (flexion  statique  dangereuse). 


21.  Application  au  cas  des  courbes  de  raccordement  longues. 


De  même  qu’au  paragraphe  16  il  est  facile  d'appliquer  au  cas 
des  courbes  de  raccordement  longues  en  appliquant  les  for¬ 
mules  [6]  à  [10];  en  remplaçant,  comme  ci-dessus,  p  par  (p  —  e) 
et  m  par  ( m —  e),  on  arrive  au  tableau  suivant  (avec  A  =  0,75). 
Nous  choisissons  la  valeur  a  —  0,30  m  chiffre  qui  représente  la 
moyenne  courante  pour  les  voitures  de  lre  classe. 


RAYONS 

SURHAUSSE¬ 

MENTS 

TANGENTES 
de  l’angle 
du  devers 

VITESSES 

limites 

$ 

P 

S 

p 

8 

tg  P 

1,500 

0,075  m 

0,05 

231 

0,28 

0,23 

0,50 

0,15 

800 

0,075 

0,05 

169 

0,28 

0,23 

0,50 

0,15 

500 

0,075 

0,05 

134 

0,28 

0,23 

0,50 

0,15 

300 

0,150 

0,10 

112 

0,33 

0,23 

0,50 

0,15 

<p  tr 

p  est  égal  a  —  ;  §  et  tg  g  sont  donnes  par  les  formules  [7] 
et  [6]. 

De  même  qu’au  §  16,  nous  ferons  remarquer  que  l’avantage 
des  courbes  de  raccordement  longues  n’est  pas  aussi  grand 
qu’on  pourrait  se  le  figurer,  à  cause  de  la  nécessité  de  réduire 
le  rayon  minimum  de  la  courbe. 
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§  22.  Applications  aux  voitures  ordinaires. 

Le  quatrième  tableau  s’applique  également  aux  voitures  ordi¬ 
naires. 

En  considérant  ce  quatrième  tableau,  on  voit  qu’il  ne  faut 
pas  dépasser  0,30  à  0,40  m  de  flexion  statique,  sous  peine  de 
réduire  trop  les  vitesses  limites. 

La  pratique  vérifie  encore  ces  résultats  de  nos  théories  ;  la 
limite  pratique  de  a  est  0,35  m  environ. 

§23.  Applications  aux  voitures  a  rogies. 

Le  quatrième  tableau  s’applique  également  aux  voitures  à 
bogies,  à  partir  du  moment  où  le  jeu  de  la  traverse  danseuse  a 
été  franchi  dans  l’oscillation  de  roulis;  nous  avons  vu  que,  pour 
les  très  petites  oscillations  de  roulis,  le  centre  d’oscillations  est 
très  haut,  vers  le  plafond  de  la  voiture,  à  l’intersection  des 
prolongements  des  bielles.  La  valeur  de  m  ou  demi-écartement 
des  ressorts  est  à  peu  près  la  même  pour  les  trois  genres  de 
ressorts. 

On  va  parfois  jusqu’à  0,40  m  pour  la  valeur  de  a  de  l’ensemble 
des  ressorts  de  la  triple  suspension  des  voitures  à  bogies  (fig.  8). 
Le  jeu  e  est  représenté  sur  cette  figure  (voir  notre  mémoire  sur 
«  les  oscillations  de  lacet  »  pour  la  description  de  ce  système  de 
bogies).  Mais  ici  il  y  a  des  ressorts  qui  touchent  à  bloc,  dans 
les  très  grandes  oscillations  de  roulis,  ce  sont  les  ressorts  Timmis 
et  les  ressorts  à  pincettes;  c’est  sans  inconvénient  et  fort  bien 
vu,  pour  limiter  les  oscillations  de  roulis  dans  les  courbes. 
Mais  c’est  à  la  condition  que  les  ressorts  à  lames  des  boîtes  à 
huile  ne  touchent  jamais  à  bloc. 

§  24.  Applications  aux  tenders,  fourgons  et  wagons. 

Le  plus  souvent  on  ne  donne  que  0,06  m  de  flexion  statique 
aux  ressorts  des  tenders,  fourgons  et  wagons  en  pleine  charge; 
comme  ces  véhicules  ne  présentent  souvent,  à  vide,  que  50  0/0 
de  leur  poids  ou  charge,  il  en  résulte  que  leur  flexion  statique 
à  vide  descend  à  0,03  m. 

Pour  les  vitesses  modérées,  c’est  bien;  mais  pour  ceux  de  ces 
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véhicules  qui  sont  destinés  aux  trains  rapides,  c’est  trop  peu, 
surtout  si  la  voie  est  défectueuse  en  certains  points.  Les  tenders 
à  trois  essieux  ont  des  balanciers  entre  les  deux  essieux  d’ar¬ 
rière;  mais  l’essieu  d’avant,  n’ayant  aucun  balancier  a  de  très 
fortes  variations  de  compression  de  charge  quand  le  tender  est 
vide;  c’est  pourquoi  ces  véhicules  sont  assez  sujets  aux  déraille¬ 
ments.  Les  divers  véhicules  en  question  ayant  un  centre  de  gra¬ 
vité  bas,  surtout  les  tenders  et  les  fourgons,  la  question  de  leur 
versement  ne  se  pose  même  pas;  jamais  leurs  ressorts  ne  seront 
trop  flexibles  à  ce  point  de  vue  ;  cependant  une  trop  grande 
flexibilité  de  leurs  ressorts  donnerait  une  assez  grande  variation 
de  hauteur  des  tampons  quand  le  tender  se  vide,  ce  qui  est  un 
léger  inconvénient.  Aussi  notre  observation  ne  s’applique -t-elle 
qu’à  ceux  de  ces  véhicules  qui  circulent  dans  les  trains  rapides. 

Il  est  intéressant  d’appliquer  aussi  les  formules  du  présent 
mémoire  aux  voitures  de  banlieue  à  impériale;  nos  formules 
montrent  qu’on  doit  limiter  à  un  chiffre  modéré  la  flexion  sta¬ 
tique  de  leurs  ressorts. 


§  25.  Remarques. 

Il  est  à  noter  que,  pour  les  voitures  à  bogies,  comme  pour  les 
locomotives  très  longues,  l’entrée  en  courbe  de  l’arrière  du 
véhicule  ne  se  fait  qu’un  certain  temps  après  l’entrée  en  courbe 
de  l’avant,  ce  qui  diminue  un  peu  l’importance  de  l’oscillation 
de  roulis  d’entrée  en  courbe  et  de  sortie. 

Les  formules  du  présent  mémoire  trouvent  aussi  leur  appli¬ 
cation  pour  fixer  les  limites  de  vitesses  des  tramways  électri¬ 
ques  qui  descendent  à  d’assez  grandes  vitesses  sur  les  lignes  à 
courbes  de  faibles  rayons. 
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TROISIÈME  PARTIE 

APPLICATION  AU  CAS  DES  VOIES  SINUEUSES. 
AIGUILLES  ET  BIFURCATIONS 


Chapitre  Ier. 

Voies  sinueuses. 

§  26.  Formules  générales:  condition  de  convergence 

DES  OSCILLATIONS  DE  ROULIS. 

Lorsqu’une  voie  a  pris  accidentellement  une  forme  sinueuse, 
il  peut  y  avoir  «  résonance  »  des  oscillations  ou  synchronisme 
entre  la  durée  naturelle  du  roulis  du  véhicule  et  la  durée  du 
passage  d’une  courbe  à  la  courbe  inverse. 

Il  en  est  de  même,  quand  une  ligne  est  construite  sans  ali¬ 
gnement  droit  entre  deux  courbes  inverses,  ce  qui,  du  reste, 
n’est  pas  conforme  aux  règlements  ministériels  en  France. 

Nous  avons  étudié  ce  cas  (voir  oscillations  à  l’entrée  en 
courbe...  §  9);  mais  le  même  raisonnement  s’applique  aux  for¬ 
mules  du  présent  mémoire. 

On  aura  donc,  à  la  lre,  2e...  se  courbe  de  la  voie  sinueuse, 
les  résultats  suivants  : 

Pour  la  lre  courbe  [formule  15  ci-dessus]  : 

2 (k  +  n)  +  h2  +  2a/— 2-^ - 

v  ’  y"  — an 

PfJr  |  >  +  jî-J 

Pour  la  2e  courbe  : 
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et  pour  la  se  courbe  : 


Maintenant  quel  doit  être  le  moment  des  frottements  des  res¬ 
sorts,  par  rapport  à  l’axe  de  roulis,  pour  que  dans  cette  réso¬ 
nance  les  oscillations  n’aillent  pas  en  augmentant? 

Pour  nous  en  rendre  compte,  revenons,  au  problème  du 
«  peson  à  ressort  »  du  §  2  ci-dessus  (fig.  3);  quel  doit  être  le 
frottement  du  ressort  R  de  ce  peson  pour  que,  à  la  première 
oscillation,  le  ressort  ne  dépasse  pas  la  valeur  P  comme  com¬ 
pression  ? 

p 

C’est  évidemment  ^  ;  en  effet,  dans  ce  cas,  à  la  descente  du 

poids,  la  courbe  de  compression  du  ressort  devient  oc  au  lieu 
de  oc;  l’oscillation  s’arrêtera  en  F"  car  la  surface  motrice  OMNF' 
est  égale  à  la  surface  du  travail  résistant  OF"F\  Donc,  en  reve¬ 
nant  à  notre  problème,  nous  dirons  que  la  condition  de  conver¬ 
gence  est  la  suivante  : 

Il  faut  que  le  moment  des  frottements  des  ressorts ,  par  rapport  à 
l'axe  de  roulis ,  soit  égal  au  moins  à  la  moitié  du  moment  de  la  force 
centrifuge. 

Ceci  montre  qu’aucun  matériel  ne  résiste  à  une  pareille  per¬ 
turbation,  si  la  courbe  sinueuse  se  compose  de  courbes  de  petit 
rayon,  avec  flèches  sensibles,  et  si  le  malheur  fait  que  la  réso¬ 
nance  se  produise.  Un  tel  accident  est  fort  heureusement  très 
rare,  car  il  suppose  l’association  d’une  voie  très  mal  surveillée 
avec  une  fatalité  extraordinaire. 


§  27.  Remarques. 

Ici  encore,  la  grande  longueur  des  véhicules  atténue  beau¬ 
coup  cette  redoutable  oscillation. 
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Chapitre  IL 

Aiguilles  et  bifurcations. 

§  28.  Formules  générales. 

En  entrant  dans  une  aiguille,  tout  véhicule  est  soumis  à  une 
perturbation  extrêmement  violente,  si  la  vitesse  est  grande;  en 
effet,  non  seulement  il  n'y  a  pas  ici  de  courbe  de  raccorde¬ 
ment,  mais  l’aiguille  fait  un  angle  avec  la  direction  primitive. 
Avec  les  aiguilles  ordinaires,  cet  angle  8  atteint  la  valeur  : 
tg  8  =  0,02. 

Nous  avons  montré  (théorie  des  déraillements,  §  12)  que, 
si  M  est  la  masse  du  véhicule,  sa  brusque  déviation  absorbe  une 

1 

2  force  vive  latérale  égale  à  : 

Maintenant,  après,  il  y  a  l’entrée  en  courbe  sans  raccorde¬ 
ment  qui  donne  un  choc  latéral  égal  à  : 


( p  rayon  de  giration  du  véhicule  par  rapport  à  un  axe  vertical 
passant  par  son  centre  de  gravité  et  r  rayon  de  la  courbe  (voir 
«  les  grandes  vitesses  »,  §  11). 

Cela  fait  donc  au  total  un  choc  latéral  égal  à  : 

c=IHte‘,+?]'  [381 

Ce  choc  est  énorme  aux  grandes  vitesses,  comme  on  peut  le 
voir  par  une  application  numérique;  d’où  la  nécessité  du  pas¬ 
sage  des  aiguilles  à  une  vitesse  de  beaucoup  inférieure  à  la 
vitesse  de  120  km  à  l’heure. 

Ce  choc  est  amorti  en  deux  fois;  si  l’aiguille  fait  dévier  la 
voie  à  droite ,  par  exemple,  il  y  a  d’abord  un  fort  roulis  à  gauche, 
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avec  plongeon  de  la  machine  sur  le  ressort  de  gauche  d’avant  ; 
puis  il  y  a  un  effet  analogue  et  inverse  pour  l’arrière  du  vé¬ 
hicule. 

Ces  sortes  d’amortissements  ont  été  étudiés  dans  notre  mé¬ 
moire  sur  «  les  oscillations  de  lacet  ». 

En  plus  de  l’oscillation  de  lacet  que  nous  venons  d’étudier,  il 
y  a,  à  l’entrée  en  courbe  dans  l’aiguille,  une  oscillation  de 
roulis  donnée  par  les  formules  [12]  à  [15]. 


§  29.  Remarques. 

On  tend  à  perfectionner  les  aiguilles; 

Dans  une  grande  Compagnie  française,  on  commence  à  em¬ 
ployer  à  présent  des  aiguilles  beaucoup  plus  longues  que  les 
autres;  de  plus,  elles  fléchissent  latéralement  au  lieu  d’être  arti¬ 
culées,  de  sorte  que  la  ligne  droite  avec  angle  5  se  trouve  rem¬ 
placée  par  une  courbe  tangente  à  l’origine;  enfin,  avec  ce  sys¬ 
tème,  on  peut  avoir  des  courbes  d’aiguilles  allant  jusqu’à  500  m 
pour  les  aiguilles  branchées  sur  des  voies  principales,  et  750  m 
environ  dans  les  bifurcations.  On  prévoit  donc  le  moment  où  il 
sera  possible  de  franchir  sans  danger  les  aiguilles  à  120  km  à 
l’heure. 


Conclusions. 

Nous  n’avons,  pour  conclure,  que  quelques  mots  à  dire  : 

Nous  avons  montré  comment  l’on  peut  aisément  calculer  la 
limite  de  vitesse  que  peut  atteindre  le  matériel  à  l’entrée  en 
courbe  et  sortie,  pour  que  la  pression  des  roues  sur  le  rail  ne 
descende  pas  au-dessous  d’une  limite  donnée,  du  côté  intérieur 
de  la  courbe. 

Nous  avons  montré  aussi  comment,  en  augmentant  la  flexibi¬ 
lité  des  ressorts  du  matériel,  on  diminue  cette  limite  de  vitesse 
tout  en  augmentant  sa  faculté  de  franchir  sans  danger  des  déni¬ 
vellations  données.  In  medio  stat  virtns.  Nous  calculerons  le  juste 
milieu  le  plus  convenable  dans  le  résumé  dont  nous  allons  parler. 

Il  nous  reste  donc  à  publier  le  résumé  de  toutes  nos  formules 
et  de  toutes  nos  conclusions  déjà  données  à  propos  des  formules, 
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puis  diverses  monographies  ou  études  dynamiques  de  la  stabi¬ 
lité  des  véhicules  en  pleine  vitesse.  Dans  ces  monographies, 
nous  calculerons  les  ressorts  et  les  balanciers  que  doit  avoir 
une  locomotive,  par  exemple,  pour  circuler  sans  danger  sur  des 
voies  ayant  des  courbes  données  et  des  dénivellations  données; 
nous  verrons  là  l’accord  complet  entre  les  résultats  de  nos  théo¬ 
ries  et  les  tableaux  2  et  3  ci-dessus  qui  représentent  la  pratique. 

Mais,  nous  le  répétons,  nos  conclusions  principales,  ce  sont 
les  nombreuses  formules  nouvelles  de  nos  neuf  mémoires,  qui 
donnent,  suivant  nous,  les  conditions  à  remplir,  par  la  voie  et  le 
matériel,  pour  assurer  la  stabilité  du  matériel,  aux  plus  grandes 
vitesses,  et  pour  réduire  au  minimum  les  chances  de  déraille¬ 
ment. 

Toutes  nos  formules,  comme  on  l’a  vu,  sont  d’une  extrême 
simplicité  et  d’une  application  très  facile. 


Premier  tableau.  —  Locomotives. 


Entrée  en  courbe  et  sortie. 


Limites  de  vitesse,  en  kilomètres  à  l’heure,  correspondant  à  diverses  valeurs 
de  la  flexion  statique  des  ressorts  et  à  divers  rayons  sur  les  voies  ayant  1/3  du 
dévers  théorique  avec  courbes  de  raccordement  courtes  et  pour  A  =  0,50  à 
l’entrée  en  courbe  (ressorts  intérieurs). 


RAYONS 

DE  COURBURE 

de  la  voie 

VALEURS  DE  LA  FLEXION  STATIQUE  DES  RESSORTS 

0,000  m 

0,025  m 

0,050  m 

0,075  m 

0,100  m 

0,200  m 

0,300  m 

0,400  m 

1,500 

181 

178 

175 

172 

167 

152 

117 

0 

1,000 

149 

147 

144 

142 

137 

124 

96 

0 

800 

132 

130 

128 

125 

122 

111 

86 

0 

600 

114 

112 

110 

108 

105 

96 

74 

0 

500 

104 

102 

101 

99 

96 

88 

68 

o  ! 

400 

93 

92 

90 

88 

86 

78 

61 

0 

300 

81 

79 

78 

77 

75 

68 

53 

0 

200 

66 

65 

64 

63 

61 

55 

43 

0 

150 

57 

56 

55 

54 

52 

48 

37 

0 

4» 

T 

0,171 

0,165 

0,160 

0,154 

0,147 

0,122 

0,073 

» 

s 

T 

0,188 

0,181 

0,176 

0,169 

0,162 

0,132 

0,080 

)) 
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Deuxième  tableau. 

Flexibilités  par  tonne,  charges  et  flexions  statiques  des  ressorts 
de  diverses  locomotives  sans  bogies. 


RÉSEAUX 

et 

TYPES  DE  LOCOMOTIVES 

NUMÉRO 

de 

l’essieu 

FLEXIBILITÉ 

PAR  TONNE 

(en  millim.) 

CHARGE 

DU  RESSORT 

(en  kilog.) 

FLEXION 

STATIQUE 

(en  millim.) 

OBSERVA¬ 

TIONS 

1°  Midland 

(Angleterre) 

Marchandises  1 

3  essieux  couplés 

2°  Central  Suisse 

(Suisse) 

Tous 

les  essieux 

Tous 

6,35 

5  500 

35 

» 

Marchandises  . 

4  essieux  couplés  ' 
(système  Mallet) 

3°  Type  courant 

\  les  essieux 

'  5,50 

7  350 

40 

»  ,  -  ■ 

(Angleterre) 

1er  essieu  (port.) 

6,00 

5  000 

30 

» 

Express  / 

>2e  essieu  (mot.) 

5,00 

6  000 

30 

» 

1  essieu  porteur  ’ 

13e  essieu  (mot.) 

5,00 

6  000 

30 

)) 

2  essieux  moteurs 

4°  P.-L.-M. 

\ler  essieu  (port.) 

9,00 

5  277 

48 

» 

(111-400  voyageurs)  ( 
2  essieux  porteurs  | 

r2e  essieu  (mot.)| 
3e  essieu  (mot.) 

>  5,04 

10  241 

51 

ressort  uniq. 

2  essieux  moteurs 

5°  État  belge 

/4e  essieu  (port.) 

|  Avant  milieu 

13,00 

3  795 

49 

» 

Express  voyageurs  i 

2  essieux  porteurs 

2  essieux  moteurs  | 

/  moteur 

}  arrière. 

{  Milieu  boîte 

>17,00 

1 

6  500 

110 

J  Ressorts 
extra- 

(ressorts  extérieurs) 

centrale. 

1 

>  9 

1  300 

■  » 

j  flexibles 

5 
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Troisième  tableau. 

Flexibilités  par  tonne,  charges  et  flexions  statiques  des  ressorts 
de  diverses  locomotives  avec  bogie  à  l'avant. 


RÉSEAUX 

et 

TYPES  DE  LOCOMOTIVES 

NUMÉRO 

de 

l’essieu 

FLEXIBILITE 

PAR  TONNE 

(en  millim.) 

CHARGE 

DU  RESSORT 

(en  kilogr.) 

FLEXION 

STATIQUE 

(en  millim.) 

OBSERVA¬ 

TIONS 

6°  État  autrichien 

bogie 

8,23 

5  000 

41 

0 

Express 

3e  essieu  (mot.) 

10,00 

5  000 

50 

» 

à  2  essieux  moteurs 

4e  essieu  (mot.) 

10,00 

5  000 

50 

»  î  : 

7°  P.-L.-M. 

bogie 

8,60 

7  675 

66 

» 

Rapide 

3e  essieu  (mot.) 

8,60 

5  790 

50 

))  ! 

à  2  essieux  moteurs 

4e  essieu  (mot.) 

8,60 

5  962 

51 

)) 

(à  4  cylindres). 

8°  Type  courant 

bogie  ' 

6,00 

5  000 

30 

» 

Rapide 

(France  et  Angleterre) 

à  3  essieux  moteurs 

3e,  4e  et  5e 

essieux  moteurs 

7,50 

6  000 

45  ! 

balanciers 

longitudin. 

(4  cylindres). 

9°  Type  de  locomotive 

bogie 

5,00 

10  000 

50 

1  ressort  pr 

2  essieux 

Pacific 

très  douce. 

3e,  4e  et  5e 

essieux  moteurs 

7,00 

7  000 

49 

(  balanciers 

Rapide 

essieu  porteur 

8,00 

6  000 

48 

longitudin. 

(4  cylindres). 

10°  Illinois  central 
(États-Unis) 

Classe  I  . 

tous  essieux 

8,10 

9  072 

73 

emploi 

—  U . 

tous  essieux 

7,90 

8  616 

68 

)  général  des 

—  F . 

tous  essieux 

7,60 

7  258 

55 

y  balanciers 
(en  Amérique 

11°  Même  réseau 

Classe  M . 

tous  essieux 

11,20 

7  507 

84 

ressorts  ex¬ 
tra  flexibles. 

Quatrième  tableau.  —  Voitures. 


Entrée  en  courbe  et  sortie . 


Limites  de  vitesse,  en  kilomètres  à  l'heure,  correspondant  à  diverses  valeurs 
de  la  flexion  statique  des  ressorts  et  à  divers  rayons  sur  des  voies  ayant  1/3 
du  dévers  théorique  avec  courbes  de  raccordement  courtes  et  pour  A  =  0,75 
à  l’entrée  en  courbe  (ressorts  extérieurs). 


RAYONS 

DE  COURBURE 

de  la  voie 

VALEURS  DE  LA  FLEXION  STATIQUE  DES 

RESSORTS 

0,00  m 

0,10  m 

0,20  m 

0,30  m 

0,40  m 

0,50  m 

0,60  m 

0,77  m 

1.500 

228 

218 

205 

190 

173 

149 

118 

0 

1.000  • 

187 

178 

168 

156 

143 

122 

96 

0 

800 

167 

159 

150 

139 

126 

109 

86 

0 

600 

145 

137 

130 

120 

109 

94 

74 

0 

500 

132 

125 
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